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6.1 Retour sur les discriminants

linéaires



Discriminants linéaires

• Équation d’un discriminant linéaire

hi (x|wi ,wi ,0) =
D∑

j=1

wi ,jxj + wi ,0

• Modèle à deux classes

• Une seule équation h(x|w,w0)

• x appartient à C1 si h(x) ≥ 0

• Autrement (lorsque h(x) < 0) x appartient à C2

• Poids w détermine l’orientation de l’hyperplan séparateur

• Biais w0 détermine la position de l’hyperplan séparateur dans l’espace d’entrée
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Géométrie des discriminants linéaires

x
<latexit sha1_base64="xRZku9cbEGCi/jS+AJQZxP3Z80c=">AAACFXicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhCswl0UTBmwsYxgPjA5wt5mL1myu3fs7onhyL8QrPSf2ImttX/E2r3kCpP4YODx3gwz84KYM21c99tZW9/Y3Nou7BR39/YPDktHxy0dJYrQJol4pDoB1pQzSZuGGU47saJYBJy2g/FN5rcfqdIskvdmElNf4KFkISPYWOmhJ7AZBWH6NO2Xym7FnQGtEi8nZcjR6Jd+eoOIJIJKQzjWuuu5sfFTrAwjnE6LvUTTGJMxHtKupRILqv10dvEUnVtlgMJI2ZIGzdS/EykWWk9EYDuzC/Wyl4n/ed3EhDU/ZTJODJVkvihMODIRyt5HA6YoMXxiCSaK2VsRGWGFibEhLWxhJBICL/yRBmJatEF5y7Gskla14l1WqndX5Xotj6wAp3AGF+DBNdThFhrQBAISnuEV3pwX5935cD7nrWtOPnMCC3C+fgFJwqAh</latexit>

w
<latexit sha1_base64="zW8ygTA2NGQS6uwphQuI3H9Rtzc=">AAACFXicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhCswl0UTBmwsYxgPjA5wt5mL1myu3fs7inhyL8QrPSf2ImttX/E2r3kCpP4YODx3gwz84KYM21c99tZW9/Y3Nou7BR39/YPDktHxy0dJYrQJol4pDoB1pQzSZuGGU47saJYBJy2g/FN5rcfqdIskvdmElNf4KFkISPYWOmhJ7AZBWH6NO2Xym7FnQGtEi8nZcjR6Jd+eoOIJIJKQzjWuuu5sfFTrAwjnE6LvUTTGJMxHtKupRILqv10dvEUnVtlgMJI2ZIGzdS/EykWWk9EYDuzC/Wyl4n/ed3EhDU/ZTJODJVkvihMODIRyt5HA6YoMXxiCSaK2VsRGWGFibEhLWxhJBICL/yRBmJatEF5y7Gskla14l1WqndX5Xotj6wAp3AGF+DBNdThFhrQBAISnuEV3pwX5935cD7nrWtOPnMCC3C+fgFIGaAg</latexit>

w0

kwk
<latexit sha1_base64="KiHmyCOVlnNkoSJrnTY6XRSyVbc=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ34rPUVdaebYBFclaQKdllw47KCfUATwmQ6aYfOTMLMxFLSgF8juNI/cSe69CdcO2mzsK0HLhzOuZd77wliSqSy7S9jbX1jc2u7tFPe3ds/ODSPjtsySgTCLRTRSHQDKDElHLcUURR3Y4EhCyjuBKPb3O88YiFJxB/UJMYegwNOQoKg0pJvnrqhgCgd+3aWulOXQTUMwnScudPMNyt21Z7BWiVOQSqgQNM3f9x+hBKGuUIUStlz7Fh5KRSKIIqzsptIHEM0ggPc05RDhqWXzn7IrAut9K0wErq4smbq34kUMiknLNCd+ZFy2cvF/7xeosK6lxIeJwpzNF8UJtRSkZUHYvWJwEjRiSYQCaJvtdAQ6lCUjm1hC0ERY3DhjzRgWVkH5SzHskratapzVa3dX1ca9SKyEjgD5+ASOOAGNMAdaIIWQOAJPINX8Ga8GO/Gh/E5b10zipkTsADj+xeAY6eP</latexit>

|h(x)|
kwk

<latexit sha1_base64="dulDyC0ZEmrUJazmJ9jkzZz49Xg="></latexit>

h(x) = 0
<latexit sha1_base64="7HTJN3nqXZKpZ7YslGpTW8ofJNE=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ34rPUVdaebwSLUTUmqYDdCwY3LCvYBbSmT6aQdOjMJMxOxhIBfI7jSP3EnuvQnXDtJs7CtBy4czrmXe+/xQkaVdpwva2V1bX1js7BV3N7Z3du3Dw5bKogkJk0csEB2PKQIo4I0NdWMdEJJEPcYaXuTm9RvPxCpaCDu9TQkfY5GgvoUI22kgX3c40iPJY/HSTmjnh8/JufwGjoDu+RUnAxwmbg5KYEcjYH90xsGOOJEaMyQUl3XCXU/RlJTzEhS7EWKhAhP0Ih0DRWIE9WPsx8SeGaUIfQDaUpomKl/J2LElZpyz3SmZ6pFLxX/87qR9mv9mIow0kTg2SI/YlAHMA0EDqkkWLOpIQhLam6FeIwkwtrENreF4oBzNPdH7PGkaIJyF2NZJq1qxb2oVO8uS/VaHlkBnIBTUAYuuAJ1cAsaoAkweALP4BW8WS/Wu/Vhfc5aV6x85gjMwfr+BUFYpjU=</latexit>

h(x) < 0
<latexit sha1_base64="XIB1Cv0uFu16dfs1ABj+AC4gy5Y=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ34rPUVdaebwSLUTUmqYBcuCm5cVrAPaEuZTCft0JlJmJmIJQT8GsGV/ok70aU/4dpJmoVtPXDhcM693HuPFzKqtON8WSura+sbm4Wt4vbO7t6+fXDYUkEkMWnigAWy4yFFGBWkqalmpBNKgrjHSNub3KR++4FIRQNxr6ch6XM0EtSnGGkjDezjHkd6LHk8TsoZ9fz4MTmH19AZ2CWn4mSAy8TNSQnkaAzsn94wwBEnQmOGlOq6Tqj7MZKaYkaSYi9SJER4gkaka6hAnKh+nP2QwDOjDKEfSFNCw0z9OxEjrtSUe6YzPVMteqn4n9eNtF/rx1SEkSYCzxb5EYM6gGkgcEglwZpNDUFYUnMrxGMkEdYmtrktFAeco7k/Yo8nRROUuxjLMmlVK+5FpXp3WarX8sgK4AScgjJwwRWog1vQAE2AwRN4Bq/gzXqx3q0P63PWumLlM0dgDtb3Lz+upjQ=</latexit>

h(x) > 0
<latexit sha1_base64="TuKrGAO69pZkr5jr5okzHuc3FCE=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ34rPUVdaebwSLUTUmqYFdScOOygn1AW8pkOmmHzkzCzEQsIeDXCK70T9yJLv0J107SLGzrgQuHc+7l3nu8kFGlHefLWlldW9/YLGwVt3d29/btg8OWCiKJSRMHLJAdDynCqCBNTTUjnVASxD1G2t7kJvXbD0QqGoh7PQ1Jn6ORoD7FSBtpYB/3ONJjyeNxUs6o58ePyTm8hs7ALjkVJwNcJm5OSiBHY2D/9IYBjjgRGjOkVNd1Qt2PkdQUM5IUe5EiIcITNCJdQwXiRPXj7IcEnhllCP1AmhIaZurfiRhxpabcM53pmWrRS8X/vG6k/Vo/piKMNBF4tsiPGNQBTAOBQyoJ1mxqCMKSmlshHiOJsDaxzW2hOOAczf0RezwpmqDcxViWSatacS8q1bvLUr2WR1YAJ+AUlIELrkAd3IIGaAIMnsAzeAVv1ov1bn1Yn7PWFSufOQJzsL5/AUMCpjY=</latexit>

x1
<latexit sha1_base64="ZcUPxWQXVDwzUcdJ6KWDi/HV4cA=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0omGPAi8eI5gHJEmYnk2TIPJaZWTEs+QTBk/6JN/HqL/gjnp0kezCJBQ1FVTfdXVHMmbG+/+2trW9sbm3ndvK7e/sHh4Wj44ZRiSa0ThRXuhVhQzmTtG6Z5bQVa4pFxGkzGt1M/eYj1YYp+WDHMQ0FHkjWZwRbJ90/dYNuoeiX/BnQKgkyUoQMtW7hp9NTJBFUWsKxMe3Aj22YYm0Z4XSS7ySGxpiM8IC2HZVYUBOms1Mn6NwpPdRX2pW0aKb+nUixMGYsItcpsB2aZW8q/ue1E9uvhCmTcWKpJPNF/YQjq9D0b9RjmhLLx45gopm7FZEh1phYl87CFkaUEHjhjzQSk7wLKliOZZU0yqXgslS+uypWK1lkOTiFM7iAAK6hCrdQgzoQGMAzvMKb9+K9ex/e57x1zctmTmAB3tcv44ecpQ==</latexit>

x2
<latexit sha1_base64="V95IXUnTiq/mZ23zPqvHtzvvE8o=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0omGPAi8eI5gHJEmYnk2TIPJaZWTEs+QTBk/6JN/HqL/gjnp0kezCJBQ1FVTfdXVHMmbG+/+2trW9sbm3ndvK7e/sHh4Wj44ZRiSa0ThRXuhVhQzmTtG6Z5bQVa4pFxGkzGt1M/eYj1YYp+WDHMQ0FHkjWZwRbJ90/dcvdQtEv+TOgVRJkpAgZat3CT6enSCKotIRjY9qBH9swxdoywukk30kMjTEZ4QFtOyqxoCZMZ6dO0LlTeqivtCtp0Uz9O5FiYcxYRK5TYDs0y95U/M9rJ7ZfCVMm48RSSeaL+glHVqHp36jHNCWWjx3BRDN3KyJDrDGxLp2FLYwoIfDCH2kkJnkXVLAcyypplEvBZal8d1WsVrLIcnAKZ3ABAVxDFW6hBnUgMIBneIU378V79z68z3nrmpfNnMACvK9f5S+cpg==</latexit>
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Critère du Perceptron

• Critère du Perceptron

Epercp(w,w0|X ) = −
∑

xt∈Y
r th(xt |w,w0)

Y = {xt ∈ X |r th(xt |w,w0) < 0}

• Faible lien entre l’erreur et la nature des erreurs

• Classifieur risque de diverger sur données non linéairement séparables
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Perceptron sur données non linéairement séparables
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Perceptron sur données non linéairement séparables
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w=[0.775,−1.7], w0=−0.5, iter=20
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Perceptron sur données non linéairement séparables
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Perceptron sur données non linéairement séparables
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Perceptron sur données non linéairement séparables
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Perceptron sur données non linéairement séparables
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Critère des moindres carrés

• Critère des moindres carrés : régression pour classement

Equad(w,w0|X ) =
1

2

∑

xt∈X
(r t − (w>xt + w0))2

• Tend à minimiser la distance des h(x) à la valeur r t

• Gère mieux les données non linéairement séparables

• Met l’accent sur les données éloignées de l’hyperplan séparateur
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Moindres carrés sur données non linéairement séparables
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Moindres carrés sur données non linéairement séparables
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Moindres carrés sur données non linéairement séparables
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Moindres carrés sur données non linéairement séparables
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Moindres carrés sur données non linéairement séparables
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Moindres carrés sur données non linéairement séparables
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6.2 Séparateurs à vastes marges



Séparateurs à vastes marges (SVM)

• SVM : séparateurs à vastes marges

• En anglais : support vector machines

• Maximisation des marges géométriques

• Vise un placement optimal de l’hyperplan séparateur

• Arguments en théorie de l’apprentissage computationnel que ce critère minimise

l’erreur (selon l’espace des versions)

• Développement pour un discriminant linéaire

• Extension à des modèles non linéaires par des fonctions noyau
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Espace des versions

x1
<latexit sha1_base64="cbI9X3ndtoOtvNNC2BGRIFTPSOY=">AAACDnicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexGQY8BLx4jmgckS5idTJIh81hmZsWw5BMET/on3sSrv+CPeHaS7MEkFjQUVd10d0UxZ8b6/reXW1vf2NzKbxd2dvf2D4qHRw2jEk1onSiudCvChnImad0yy2kr1hSLiNNmNLqZ+s1Hqg1T8sGOYxoKPJCszwi2Trp/6gbdYskv+zOgVRJkpAQZat3iT6enSCKotIRjY9qBH9swxdoywumk0EkMjTEZ4QFtOyqxoCZMZ6dO0JlTeqivtCtp0Uz9O5FiYcxYRK5TYDs0y95U/M9rJ7Z/HaZMxomlkswX9ROOrELTv1GPaUosHzuCiWbuVkSGWGNiXToLWxhRQuCFP9JITAouqGA5llXSqJSDi3Ll7rJUrWSR5eEETuEcAriCKtxCDepAYADP8Apv3ov37n14n/PWnJfNHMMCvK9f4bmcnw==</latexit>

x2
<latexit sha1_base64="xC4KbcnO7CnrFAJdzNOpJYV96Ls=">AAACDnicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyugh4DXjxGNA9IljA7mU2GzMwuM7NiWPIJgif9E2/i1V/wRzw7SfZgEgsaiqpuurvChDNtXPfbKaytb2xuFbdLO7t7+wflw6OmjlNFaIPEPFbtEGvKmaQNwwyn7URRLEJOW+HoZuq3HqnSLJYPZpzQQOCBZBEj2Fjp/qnn98oVt+rOgFaJl5MK5Kj3yj/dfkxSQaUhHGvd8dzEBBlWhhFOJ6VuqmmCyQgPaMdSiQXVQTY7dYLOrNJHUaxsSYNm6t+JDAutxyK0nQKboV72puJ/Xic10XWQMZmkhkoyXxSlHJkYTf9GfaYoMXxsCSaK2VsRGWKFibHpLGxhJBYCL/yRhWJSskF5y7GskqZf9S6q/t1lpebnkRXhBE7hHDy4ghrcQh0aQGAAz/AKb86L8+58OJ/z1oKTzxzDApyvX+NhnKA=</latexit>

S
G

• G : hypothèse la plus générale

• S : hypothèse la plus spécifique

• Hypothèses dans H entre S et G font parties

de l’espace des versions
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Maximisation des marges géométriques

• Recherche de poids w et w0 maximisant la marge géométrique pour un jeu de

données X = {xt ,r t}, où r t ∈ {−1,+ 1}
• Distances à l’hyperplan séparateur des données

|w>xt + w0|
‖w‖ =

r t(w>xt + w0)

‖w‖

• On veut cette distance supérieure à un seuil ρ (marge) pour toutes les données

r t(w>xt + w0)

‖w‖ ≥ ρ, ∀t
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Géométrie des discriminants linéaires

x
<latexit sha1_base64="xRZku9cbEGCi/jS+AJQZxP3Z80c=">AAACFXicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhCswl0UTBmwsYxgPjA5wt5mL1myu3fs7onhyL8QrPSf2ImttX/E2r3kCpP4YODx3gwz84KYM21c99tZW9/Y3Nou7BR39/YPDktHxy0dJYrQJol4pDoB1pQzSZuGGU47saJYBJy2g/FN5rcfqdIskvdmElNf4KFkISPYWOmhJ7AZBWH6NO2Xym7FnQGtEi8nZcjR6Jd+eoOIJIJKQzjWuuu5sfFTrAwjnE6LvUTTGJMxHtKupRILqv10dvEUnVtlgMJI2ZIGzdS/EykWWk9EYDuzC/Wyl4n/ed3EhDU/ZTJODJVkvihMODIRyt5HA6YoMXxiCSaK2VsRGWGFibEhLWxhJBICL/yRBmJatEF5y7Gskla14l1WqndX5Xotj6wAp3AGF+DBNdThFhrQBAISnuEV3pwX5935cD7nrWtOPnMCC3C+fgFJwqAh</latexit>

w
<latexit sha1_base64="zW8ygTA2NGQS6uwphQuI3H9Rtzc=">AAACFXicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhCswl0UTBmwsYxgPjA5wt5mL1myu3fs7inhyL8QrPSf2ImttX/E2r3kCpP4YODx3gwz84KYM21c99tZW9/Y3Nou7BR39/YPDktHxy0dJYrQJol4pDoB1pQzSZuGGU47saJYBJy2g/FN5rcfqdIskvdmElNf4KFkISPYWOmhJ7AZBWH6NO2Xym7FnQGtEi8nZcjR6Jd+eoOIJIJKQzjWuuu5sfFTrAwjnE6LvUTTGJMxHtKupRILqv10dvEUnVtlgMJI2ZIGzdS/EykWWk9EYDuzC/Wyl4n/ed3EhDU/ZTJODJVkvihMODIRyt5HA6YoMXxiCSaK2VsRGWGFibEhLWxhJBICL/yRBmJatEF5y7Gskla14l1WqndX5Xotj6wAp3AGF+DBNdThFhrQBAISnuEV3pwX5935cD7nrWtOPnMCC3C+fgFIGaAg</latexit>

w0

kwk
<latexit sha1_base64="KiHmyCOVlnNkoSJrnTY6XRSyVbc=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ34rPUVdaebYBFclaQKdllw47KCfUATwmQ6aYfOTMLMxFLSgF8juNI/cSe69CdcO2mzsK0HLhzOuZd77wliSqSy7S9jbX1jc2u7tFPe3ds/ODSPjtsySgTCLRTRSHQDKDElHLcUURR3Y4EhCyjuBKPb3O88YiFJxB/UJMYegwNOQoKg0pJvnrqhgCgd+3aWulOXQTUMwnScudPMNyt21Z7BWiVOQSqgQNM3f9x+hBKGuUIUStlz7Fh5KRSKIIqzsptIHEM0ggPc05RDhqWXzn7IrAut9K0wErq4smbq34kUMiknLNCd+ZFy2cvF/7xeosK6lxIeJwpzNF8UJtRSkZUHYvWJwEjRiSYQCaJvtdAQ6lCUjm1hC0ERY3DhjzRgWVkH5SzHskratapzVa3dX1ca9SKyEjgD5+ASOOAGNMAdaIIWQOAJPINX8Ga8GO/Gh/E5b10zipkTsADj+xeAY6eP</latexit>

|h(x)|
kwk

<latexit sha1_base64="dulDyC0ZEmrUJazmJ9jkzZz49Xg="></latexit>

h(x) = 0
<latexit sha1_base64="7HTJN3nqXZKpZ7YslGpTW8ofJNE=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ34rPUVdaebwSLUTUmqYDdCwY3LCvYBbSmT6aQdOjMJMxOxhIBfI7jSP3EnuvQnXDtJs7CtBy4czrmXe+/xQkaVdpwva2V1bX1js7BV3N7Z3du3Dw5bKogkJk0csEB2PKQIo4I0NdWMdEJJEPcYaXuTm9RvPxCpaCDu9TQkfY5GgvoUI22kgX3c40iPJY/HSTmjnh8/JufwGjoDu+RUnAxwmbg5KYEcjYH90xsGOOJEaMyQUl3XCXU/RlJTzEhS7EWKhAhP0Ih0DRWIE9WPsx8SeGaUIfQDaUpomKl/J2LElZpyz3SmZ6pFLxX/87qR9mv9mIow0kTg2SI/YlAHMA0EDqkkWLOpIQhLam6FeIwkwtrENreF4oBzNPdH7PGkaIJyF2NZJq1qxb2oVO8uS/VaHlkBnIBTUAYuuAJ1cAsaoAkweALP4BW8WS/Wu/Vhfc5aV6x85gjMwfr+BUFYpjU=</latexit>

h(x) < 0
<latexit sha1_base64="XIB1Cv0uFu16dfs1ABj+AC4gy5Y=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ34rPUVdaebwSLUTUmqYBcuCm5cVrAPaEuZTCft0JlJmJmIJQT8GsGV/ok70aU/4dpJmoVtPXDhcM693HuPFzKqtON8WSura+sbm4Wt4vbO7t6+fXDYUkEkMWnigAWy4yFFGBWkqalmpBNKgrjHSNub3KR++4FIRQNxr6ch6XM0EtSnGGkjDezjHkd6LHk8TsoZ9fz4MTmH19AZ2CWn4mSAy8TNSQnkaAzsn94wwBEnQmOGlOq6Tqj7MZKaYkaSYi9SJER4gkaka6hAnKh+nP2QwDOjDKEfSFNCw0z9OxEjrtSUe6YzPVMteqn4n9eNtF/rx1SEkSYCzxb5EYM6gGkgcEglwZpNDUFYUnMrxGMkEdYmtrktFAeco7k/Yo8nRROUuxjLMmlVK+5FpXp3WarX8sgK4AScgjJwwRWog1vQAE2AwRN4Bq/gzXqx3q0P63PWumLlM0dgDtb3Lz+upjQ=</latexit>

h(x) > 0
<latexit sha1_base64="TuKrGAO69pZkr5jr5okzHuc3FCE=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ34rPUVdaebwSLUTUmqYFdScOOygn1AW8pkOmmHzkzCzEQsIeDXCK70T9yJLv0J107SLGzrgQuHc+7l3nu8kFGlHefLWlldW9/YLGwVt3d29/btg8OWCiKJSRMHLJAdDynCqCBNTTUjnVASxD1G2t7kJvXbD0QqGoh7PQ1Jn6ORoD7FSBtpYB/3ONJjyeNxUs6o58ePyTm8hs7ALjkVJwNcJm5OSiBHY2D/9IYBjjgRGjOkVNd1Qt2PkdQUM5IUe5EiIcITNCJdQwXiRPXj7IcEnhllCP1AmhIaZurfiRhxpabcM53pmWrRS8X/vG6k/Vo/piKMNBF4tsiPGNQBTAOBQyoJ1mxqCMKSmlshHiOJsDaxzW2hOOAczf0RezwpmqDcxViWSatacS8q1bvLUr2WR1YAJ+AUlIELrkAd3IIGaAIMnsAzeAVv1ov1bn1Yn7PWFSufOQJzsL5/AUMCpjY=</latexit>

x1
<latexit sha1_base64="ZcUPxWQXVDwzUcdJ6KWDi/HV4cA=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0omGPAi8eI5gHJEmYnk2TIPJaZWTEs+QTBk/6JN/HqL/gjnp0kezCJBQ1FVTfdXVHMmbG+/+2trW9sbm3ndvK7e/sHh4Wj44ZRiSa0ThRXuhVhQzmTtG6Z5bQVa4pFxGkzGt1M/eYj1YYp+WDHMQ0FHkjWZwRbJ90/dYNuoeiX/BnQKgkyUoQMtW7hp9NTJBFUWsKxMe3Aj22YYm0Z4XSS7ySGxpiM8IC2HZVYUBOms1Mn6NwpPdRX2pW0aKb+nUixMGYsItcpsB2aZW8q/ue1E9uvhCmTcWKpJPNF/YQjq9D0b9RjmhLLx45gopm7FZEh1phYl87CFkaUEHjhjzQSk7wLKliOZZU0yqXgslS+uypWK1lkOTiFM7iAAK6hCrdQgzoQGMAzvMKb9+K9ex/e57x1zctmTmAB3tcv44ecpQ==</latexit>

x2
<latexit sha1_base64="V95IXUnTiq/mZ23zPqvHtzvvE8o=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0omGPAi8eI5gHJEmYnk2TIPJaZWTEs+QTBk/6JN/HqL/gjnp0kezCJBQ1FVTfdXVHMmbG+/+2trW9sbm3ndvK7e/sHh4Wj44ZRiSa0ThRXuhVhQzmTtG6Z5bQVa4pFxGkzGt1M/eYj1YYp+WDHMQ0FHkjWZwRbJ90/dcvdQtEv+TOgVRJkpAgZat3CT6enSCKotIRjY9qBH9swxdoywukk30kMjTEZ4QFtOyqxoCZMZ6dO0LlTeqivtCtp0Uz9O5FiYcxYRK5TYDs0y95U/M9rJ7ZfCVMm48RSSeaL+glHVqHp36jHNCWWjx3BRDN3KyJDrDGxLp2FLYwoIfDCH2kkJnkXVLAcyypplEvBZal8d1WsVrLIcnAKZ3ABAVxDFW6hBnUgMIBneIU378V79z68z3nrmpfNnMACvK9f5S+cpg==</latexit>
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Maximisation des marges géométriques

• w>xt + w0 est sous-déterminée, il y a une infinité de solutions

w> =

[
2

0,5

]
w0 = 1

≡
w> =

[
1

0,25

]
w0 = 0,5

≡
w> =

[
20

5

]
w0 = 10

• On pose que ρ‖w‖ = 1, ce qui donne :

w>xt + w0 ≥ +1 pour r t = +1

w>xt + w0 ≤ −1 pour r t = −1

• Formulation équivalente

r t(w>xt + w0) ≥ +1

• Minimisation de ‖w‖ permet une maximisation de la marge ρ

11



Maximisation des marges géométriques

w
<latexit sha1_base64="zW8ygTA2NGQS6uwphQuI3H9Rtzc=">AAACFXicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhCswl0UTBmwsYxgPjA5wt5mL1myu3fs7inhyL8QrPSf2ImttX/E2r3kCpP4YODx3gwz84KYM21c99tZW9/Y3Nou7BR39/YPDktHxy0dJYrQJol4pDoB1pQzSZuGGU47saJYBJy2g/FN5rcfqdIskvdmElNf4KFkISPYWOmhJ7AZBWH6NO2Xym7FnQGtEi8nZcjR6Jd+eoOIJIJKQzjWuuu5sfFTrAwjnE6LvUTTGJMxHtKupRILqv10dvEUnVtlgMJI2ZIGzdS/EykWWk9EYDuzC/Wyl4n/ed3EhDU/ZTJODJVkvihMODIRyt5HA6YoMXxiCSaK2VsRGWGFibEhLWxhJBICL/yRBmJatEF5y7Gskla14l1WqndX5Xotj6wAp3AGF+DBNdThFhrQBAISnuEV3pwX5935cD7nrWtOPnMCC3C+fgFIGaAg</latexit>

h(x) = 0
<latexit sha1_base64="7HTJN3nqXZKpZ7YslGpTW8ofJNE=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ34rPUVdaebwSLUTUmqYDdCwY3LCvYBbSmT6aQdOjMJMxOxhIBfI7jSP3EnuvQnXDtJs7CtBy4czrmXe+/xQkaVdpwva2V1bX1js7BV3N7Z3du3Dw5bKogkJk0csEB2PKQIo4I0NdWMdEJJEPcYaXuTm9RvPxCpaCDu9TQkfY5GgvoUI22kgX3c40iPJY/HSTmjnh8/JufwGjoDu+RUnAxwmbg5KYEcjYH90xsGOOJEaMyQUl3XCXU/RlJTzEhS7EWKhAhP0Ih0DRWIE9WPsx8SeGaUIfQDaUpomKl/J2LElZpyz3SmZ6pFLxX/87qR9mv9mIow0kTg2SI/YlAHMA0EDqkkWLOpIQhLam6FeIwkwtrENreF4oBzNPdH7PGkaIJyF2NZJq1qxb2oVO8uS/VaHlkBnIBTUAYuuAJ1cAsaoAkweALP4BW8WS/Wu/Vhfc5aV6x85gjMwfr+BUFYpjU=</latexit>

x1<latexit sha1_base64="ZcUPxWQXVDwzUcdJ6KWDi/HV4cA=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0omGPAi8eI5gHJEmYnk2TIPJaZWTEs+QTBk/6JN/HqL/gjnp0kezCJBQ1FVTfdXVHMmbG+/+2trW9sbm3ndvK7e/sHh4Wj44ZRiSa0ThRXuhVhQzmTtG6Z5bQVa4pFxGkzGt1M/eYj1YYp+WDHMQ0FHkjWZwRbJ90/dYNuoeiX/BnQKgkyUoQMtW7hp9NTJBFUWsKxMe3Aj22YYm0Z4XSS7ySGxpiM8IC2HZVYUBOms1Mn6NwpPdRX2pW0aKb+nUixMGYsItcpsB2aZW8q/ue1E9uvhCmTcWKpJPNF/YQjq9D0b9RjmhLLx45gopm7FZEh1phYl87CFkaUEHjhjzQSk7wLKliOZZU0yqXgslS+uypWK1lkOTiFM7iAAK6hCrdQgzoQGMAzvMKb9+K9ex/e57x1zctmTmAB3tcv44ecpQ==</latexit>

x2<latexit sha1_base64="V95IXUnTiq/mZ23zPqvHtzvvE8o=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0omGPAi8eI5gHJEmYnk2TIPJaZWTEs+QTBk/6JN/HqL/gjnp0kezCJBQ1FVTfdXVHMmbG+/+2trW9sbm3ndvK7e/sHh4Wj44ZRiSa0ThRXuhVhQzmTtG6Z5bQVa4pFxGkzGt1M/eYj1YYp+WDHMQ0FHkjWZwRbJ90/dcvdQtEv+TOgVRJkpAgZat3CT6enSCKotIRjY9qBH9swxdoywukk30kMjTEZ4QFtOyqxoCZMZ6dO0LlTeqivtCtp0Uz9O5FiYcxYRK5TYDs0y95U/M9rJ7ZfCVMm48RSSeaL+glHVqHp36jHNCWWjx3BRDN3KyJDrDGxLp2FLYwoIfDCH2kkJnkXVLAcyypplEvBZal8d1WsVrLIcnAKZ3ABAVxDFW6hBnUgMIBneIU378V79z68z3nrmpfNnMACvK9f5S+cpg==</latexit>

h(x) = +1
<latexit sha1_base64="q01lQzvammOn6Q9lq7b1evvgrmk=">AAACJnicbVDLSsNAFJ3UV62vqCtxEyxCRShJFexGKLhxWcE+oA1lMp20Q2cmYWYilhD8GsGV/ok7EXd+hWsnaRa29cCFwzn3cu89XkiJVLb9ZRRWVtfWN4qbpa3tnd09c/+gLYNIINxCAQ1E14MSU8JxSxFFcTcUGDKP4o43uUn9zgMWkgT8Xk1D7DI44sQnCCotDcyjPoNqLFg8TioZ9fz4MTm7PncGZtmu2hmsZeLkpAxyNAfmT38YoIhhrhCFUvYcO1RuDIUiiOKk1I8kDiGawBHuacohw9KNsxcS61QrQ8sPhC6urEz9OxFDJuWUebozvVIueqn4n9eLlF93Y8LDSGGOZov8iFoqsNI8rCERGCk61QQiQfStFhpDAZHSqc1tIShgDM79EXssKemgnMVYlkm7VnUuqrW7y3KjnkdWBMfgBFSAA65AA9yCJmgBBJ7AM3gFb8aL8W58GJ+z1oKRzxyCORjfv/Gpphc=</latexit>

h(x) = �1
<latexit sha1_base64="eX+kRW1s6r3QMXhtPlq3rTyDkKA=">AAACJnicbVDLSsNAFJ3UV62vqCtxEyxCXViSKtiNUHDjsoJ9QBvKZDpph85MwsxELCH4NYIr/RN3Iu78CtdO0ixs64ELh3Pu5d57vJASqWz7yyisrK6tbxQ3S1vbO7t75v5BWwaRQLiFAhqIrgclpoTjliKK4m4oMGQexR1vcpP6nQcsJAn4vZqG2GVwxIlPEFRaGphHfQbVWLB4nFQy6vnxY3J2fe4MzLJdtTNYy8TJSRnkaA7Mn/4wQBHDXCEKpew5dqjcGApFEMVJqR9JHEI0gSPc05RDhqUbZy8k1qlWhpYfCF1cWZn6dyKGTMop83RneqVc9FLxP68XKb/uxoSHkcIczRb5EbVUYKV5WEMiMFJ0qglEguhbLTSGAiKlU5vbQlDAGJz7I/ZYUtJBOYuxLJN2repcVGt3l+VGPY+sCI7BCagAB1yBBrgFTdACCDyBZ/AK3owX4934MD5nrQUjnzkEczC+fwH0+6YZ</latexit>

1

kwk
<latexit sha1_base64="ZIAtb+WR0El2Cmz7vy0lX0UU34A=">AAACJXicbVDLSsNAFJ3UV62vqBvBzWARXJWkCnZZcOOygn1AU8pkOmmHzkzCzEQpafwawZX+iTsRXPkXrp20WdjWAxcO59zLvff4EaNKO86XVVhb39jcKm6Xdnb39g/sw6OWCmOJSROHLJQdHynCqCBNTTUjnUgSxH1G2v74JvPbD0QqGop7PYlIj6OhoAHFSBupb594gUQ4cdPEm3oc6ZEfJI+pN037dtmpODPAVeLmpAxyNPr2jzcIccyJ0JghpbquE+legqSmmJG05MWKRAiP0ZB0DRWIE9VLZh+k8NwoAxiE0pTQcKb+nUgQV2rCfdOZHamWvUz8z+vGOqj1EiqiWBOB54uCmEEdwiwOOKCSYM0mhiAsqbkV4hEykWgT2sIWikPO0cIfic/TkgnKXY5llbSqFfeyUr27KtdreWRFcArOwAVwwTWog1vQAE2AwRN4Bq/gzXqx3q0P63PeWrDymWOwAOv7F8B5pqY=</latexit>

2

kwk
<latexit sha1_base64="RdtosFy5tYbhEce1nCT8E66ByOA=">AAACJXicbVDLSsNAFJ3UV62vqBvBzWARXJWkCnZZcOOygn1AU8pkOmmHziRhZqKUafwawZX+iTsRXPkXrp20WdjWAxcO59zLvff4MaNSOc6XVVhb39jcKm6Xdnb39g/sw6OWjBKBSRNHLBIdH0nCaEiaiipGOrEgiPuMtP3xTea3H4iQNArv1SQmPY6GIQ0oRspIffvECwTCuppqb+pxpEZ+oB9Tb5r27bJTcWaAq8TNSRnkaPTtH28Q4YSTUGGGpOy6Tqx6GglFMSNpyUskiREeoyHpGhoiTmRPzz5I4blRBjCIhKlQwZn6d0IjLuWE+6YzO1Iue5n4n9dNVFDraRrGiSIhni8KEgZVBLM44IAKghWbGIKwoOZWiEfIRKJMaAtbKI44Rwt/aJ+nJROUuxzLKmlVK+5lpXp3Va7X8siK4BScgQvggmtQB7egAZoAgyfwDF7Bm/VivVsf1ue8tWDlM8dgAdb3L8Iypqc=</latexit>

C1
<latexit sha1_base64="ODNCCJZJTR+jd2KBzNFWUEDDZa8=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0omGMgF48RzQOSJcxOJsmQeSwzs0JY8gmCJ/0Tb+LVX/BHPDtJ9mASCxqKqm66u6KYM2N9/9vb2Nza3tnN7eX3Dw6Pjgsnp02jEk1ogyiudDvChnImacMyy2k71hSLiNNWNK7N/NYT1YYp+WgnMQ0FHko2YARbJz3UekGvUPRL/hxonQQZKUKGeq/w0+0rkggqLeHYmE7gxzZMsbaMcDrNdxNDY0zGeEg7jkosqAnT+alTdOmUPhoo7UpaNFf/TqRYGDMRkesU2I7MqjcT//M6iR1UwpTJOLFUksWiQcKRVWj2N+ozTYnlE0cw0czdisgIa0ysS2dpCyNKCLz0RxqJad4FFazGsk6a5VJwXSrf3xSrlSyyHJzDBVxBALdQhTuoQwMIDOEZXuHNe/HevQ/vc9G64WUzZ7AE7+sXi1WccA==</latexit>

C2
<latexit sha1_base64="TUH0c+/EP18GOndrPKxEN/CCaKM=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0omGMgF48RzQOSJcxOJsmQeSwzs0JY8gmCJ/0Tb+LVX/BHPDtJ9mASCxqKqm66u6KYM2N9/9vb2Nza3tnN7eX3Dw6Pjgsnp02jEk1ogyiudDvChnImacMyy2k71hSLiNNWNK7N/NYT1YYp+WgnMQ0FHko2YARbJz3UeuVeoeiX/DnQOgkyUoQM9V7hp9tXJBFUWsKxMZ3Aj22YYm0Z4XSa7yaGxpiM8ZB2HJVYUBOm81On6NIpfTRQ2pW0aK7+nUixMGYiItcpsB2ZVW8m/ud1EjuohCmTcWKpJItFg4Qjq9Dsb9RnmhLLJ45gopm7FZER1phYl87SFkaUEHjpjzQS07wLKliNZZ00y6XgulS+vylWK1lkOTiHC7iCAG6hCndQhwYQGMIzvMKb9+K9ex/e56J1w8tmzmAJ3tcvjP2ccQ==</latexit>
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6.3 Problème d’optimisation des

SVM



Multiplicateurs de Lagrange

• Méthode de résolution de problèmes d’optimisation sous contraintes

• Exemple : maximiser f (x) sous contraintes que g(x) = 0

• Il existe un paramètre λ 6= 0 de sorte que

∇f + λ∇g = 0

• Équation correspondante avec multiplicateur de Lagrange

L(x,λ) ≡ f (x) + λg(x)

• Maximum obtenu en trouvant ∇L(x,λ) = 0

• Si on est intéressé uniquement au x, on peut éliminer λ sans devoir l’évaluer

13



Exemple avec le multiplicateur de Lagrange

• Maximiser f (x1,x2) = 1− x21 − x22 sujet à la contrainte g(x1,x2) = x1 + x2 − 1 = 0

• Formulation avec multiplicateur de Lagrange

L(x1,x2,λ) = 1− x21 − x22 + λ(x1 + x2 − 1)

• Résolution de ∇L(x1,x2,λ) = 0

∂L

∂x1
= −2x1 + λ = 0

∂L

∂x2
= −2x2 + λ = 0

∂L

∂λ
= x1 + x2 − 1 = 0

• Solution au système d’équations : x1 = 0,5, x2 = 0,5 et λ = 1

14



Exemple avec le multiplicateur de Lagrange

g(x1,x2) = x1 + x2 � 1 = 0
<latexit sha1_base64="X2t/B+QjGGu9AuLryxubnJEeifI=">AAACI3icbZDLSsNAFIYn9VbrLSq4cRMsQkUtSRXsplBw47KCvUAbwmQ6aYfOTMLMRFpiX0ZwpW/iTty48DVcO22zsK0/DHz85xzOmd+PKJHKtr+MzMrq2vpGdjO3tb2zu2fuHzRkGAuE6yikoWj5UGJKOK4roihuRQJD5lPc9Ae3k3rzEQtJQv6gRhF2GexxEhAElbY886hXGHrOxdArnVU0nGu4dCq2Z+btoj2VtQxOCnmQquaZP51uiGKGuUIUStl27Ei5CRSKIIrHuU4scQTRAPZwWyOHDEs3md4/tk6107WCUOjHlTV1/04kkEk5Yr7uZFD15WJtYv5Xa8cqKLsJ4VGsMEezRUFMLRVakzCsLhEYKTrSAJEg+lYL9aGASOnI5rYQFDIG5/6R+Gyc00E5i7EsQ6NUdK6KpfvrfLWcRpYFx+AEFIADbkAV3IEaqAMEnsAzeAVvxovxbnwYn7PWjJHOHII5Gd+/ABWixQ==</latexit>

f(x1,x2) = 1 � x2
1 � x2

2
<latexit sha1_base64="OJS5NjESZwxMCcuMz/cprKH71KE=">AAACJXicbVDLSgMxFM3UV62vUTeCm2ARKmiZGQW7EQpuXFawD2inQybNtKHJzJBkpGWoXyO40j9xJ4Ir/8K16WNhWw8kHM65l3vv8WNGpbKsLyOzsrq2vpHdzG1t7+zumfsHNRklApMqjlgkGj6ShNGQVBVVjDRiQRD3Gan7/duxX38kQtIofFDDmLgcdUMaUIyUljzzKCgMPPt84DlnN/aFpm1H/07b8cy8VbQmgMvEnpE8mKHimT+tToQTTkKFGZKyaVuxclMkFMWMjHKtRJIY4T7qkqamIeJEuunkghE81UoHBpHQL1Rwov7tSBGXcsh9XcmR6slFbyz+5zUTFZTclIZxokiIp4OChEEVwXEcsEMFwYoNNUFYUL0rxD0kEFY6tLkpFEeco7k7Up+PcjooezGWZVJzivZl0bm/ypdLs8iy4BicgAKwwTUogztQAVWAwRN4Bq/gzXgx3o0P43NamjFmPYdgDsb3L4AIo40=</latexit>
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Multiplicateurs de Lagrange avec inégalités

• Contraintes comme inégalités g(x) ≥ 0
• Possibilité 1 : contrainte inactive, f (x) est maximum pour g(x) > 0, donc maximum

à ∇f (x) = 0, ce qui implique λ = 0

• Possibilité 2 : contrainte active, f (x) est maximum pour g(x) = 0

• Dans ce cas, ∇f (x) = −λ∇g(x) et λ > 0

• Conditions correspondantes (Karush-Kuhn-Tucker)

g(x) ≥ 0

λ ≥ 0

λg(x) = 0

• Formulation où on minimise f (x), sujet à g(x) ≥ 0 (soustraction de la contrainte)

L(x,λ) = f (x)− λg(x), avec λ ≥ 0

16



Formulation du problème d’optimisation du SVM

• Problème d’optimisation du SVM

minimiser
1

2
‖w‖2

sujet à r t(w>xt + w0) ≥ +1, ∀t
• Forme standard d’un problème de programmation quadratique

• Méthodes (et résolveurs) disponibles pour une résolution exacte du problème

• Reformulation du problème avec utilisation de multiplicateurs de Lagrange (αt)

Lp =
1

2
‖w‖2 −

∑

t

αt [r t(w>xt + w0)− 1]

=
1

2
‖w‖2 −

∑

t

αtr t(w>xt + w0) +
∑

t

αt
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Formulations primale et duale

• Lp est la formulation primale du problème

Lp =
1

2
‖w‖2 −

∑

t

αtr t(w>xt + w0) +
∑

t

αt

• Résolution de Lp demande de minimiser selon {w,w0} et maximiser selon αt ≥ 0

• Solution au point de selle selon {w,w0} et αt

• Simplification par formulation duale du problème

• Éliminer w à l’aide des dérivées partielles de Lp selon {w,w0} nulles

∂Lp
∂w

= 0,
∂Lp
∂w0

= 0
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Passage à la formulation duale

Lp =
1

2
‖w‖2 −

∑

t

αtr t(w>xt + w0) +
∑

t

αt

∂Lp
∂w

= w −
∑

t

αtr txt = 0 ⇒ w =
∑

t

αtr txt

∂Lp
∂w0

=
∑

t

αtr t = 0

Ld =
1

2
(w>w)−w>

∑

t

αtr txt − w0

∑

t

αtr t +
∑

t

αt

= −1

2
(w>w) +

∑

t

αt

= −1

2

∑

t

∑

s

αtαsr tr s(xt)>xs +
∑

t

αt
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Formulation du problème avec multiplicateurs de Lagrange

• Formulation duale avec multiplicateurs de Lagrange

maximiser −1

2

∑

t

∑

s

αtαsr tr s(xt)>xs +
∑

t

αt

sujet à
∑

t

αtr t = 0 et αt ≥ 0, ∀t

• Nouvelle formulation du problème

• Taille du problème dépends de la taille du jeu de données (N) plutôt que de la

dimensionnalité (D)

• Forme toujours résoluble par programmation quadratique

• Garantie d’obtenir l’optimum global en temps polynomial

• Complexité en temps O(N3), complexité en espace O(N2)

• Formulation permet l’utilisation de fonctions noyau (présenté plus loin)
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Vecteurs de support

• Nouvelle formulation : un αt par donnée d’entrâınement

• Normalement, une majorité de αt = 0

• Les données dont αt > 0 sont les vecteurs de support

• Calcul de w0 à partir des vecteurs de support, M = {αt |αt > 0, ∀t}

w0 = E[r t −w>xt ] =
1

|M|
∑

αt∈M

(
r t −

∑

αs∈M
αsr s(xt)>xs

)

• Évaluation de données après entrâınement

h(x) =
∑

t

αtr t(xt)>x + w0
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Illustration des vecteurs de support

margin
margin

Marge sous-optimale Marge maximimale 22



6.4 Marges douces



Marges douces

• Dans la formulation actuelle, le SVM reste un discriminant linéaire

• Avec données non linéairement séparables, aucune solution valide ne peut être

obtenue par programmation quadratique

• Introduction de variables slacks (ξt ≥ 0) pour chaque donnée xt

• Si ξt = 0, pas de problème avec variable xt

• Si ξt > 0, déviation de la variable xt de la marge

• 0 < ξt < 1 : donnée du bon côté, mais dans la marge

• ξt > 1 : donnée du mauvais côté de l’hyperplan, mal classée

• Réécriture du critère d’optimisation des SVM

r t(w>xt + w0) ≥ 1− ξt

• Permet de tolérer des erreurs

• Erreur associée aux données non séparables :
∑

t ξ
t
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Marges douces

⇠ > 1
<latexit sha1_base64="3TScnKA4p2aZ7bR/OHfBZkuHoXw=">AAACEHicbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSJ4KrtVsCcpePFYwW0L7VKyabYNTbJLkhXL0t8geNJ/4k28+g/8I55N2z3Y1gcDj/dmmJkXJpxp47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpu6jhVhPok5rFqh1hTziT1DTOcthNFsQg5bYWj26nfeqRKs1g+mHFCA4EHkkWMYGMlv/vEbrxeqexW3BnQKvFyUoYcjV7pp9uPSSqoNIRjrTuem5ggw8owwumk2E01TTAZ4QHtWCqxoDrIZsdO0LlV+iiKlS1p0Ez9O5FhofVYhLZTYDPUy95U/M/rpCaqBRmTSWqoJPNFUcqRidH0c9RnihLDx5Zgopi9FZEhVpgYm8/CFkZiIfDCH1koJkUblLccyyppViveZaV6f1Wu1/LICnAKZ3ABHlxDHe6gAT4QYPAMr/DmvDjvzofzOW9dc/KZE1iA8/ULP/idXQ==</latexit>

⇠ < 1
<latexit sha1_base64="cBg0qR0KLLkAAbeo8O7+3rBQZMY=">AAACEHicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhCswl0UTGERsLGM4CWB5Ah7m71kye7esbsnhiO/QbDSf2Intv4D/4i1m+QKk/hg4PHeDDPzwoQzbVz321lb39jc2i7sFHf39g8OS0fHTR2nilCfxDxW7RBrypmkvmGG03aiKBYhp61wdDv1W49UaRbLBzNOaCDwQLKIEWys5Hef2I3XK5XdijsDWiVeTsqQo9Er/XT7MUkFlYZwrHXHcxMTZFgZRjidFLuppgkmIzygHUslFlQH2ezYCTq3Sh9FsbIlDZqpfycyLLQei9B2CmyGetmbiv95ndREtSBjMkkNlWS+KEo5MjGafo76TFFi+NgSTBSztyIyxAoTY/NZ2MJILARe+CMLxaRog/KWY1klzWrFu6xU76/K9VoeWQFO4QwuwINrqMMdNMAHAgye4RXenBfn3flwPueta04+cwILcL5+ATymnVs=</latexit>

h(x) = 0
<latexit sha1_base64="9U821H1nCzcwjljx6B+7FQ0gyMc=">AAACJXicbVDLSsNAFJ34rPUVdSO4GSxC3ZSkCnYjFNy4rGAf0JYymU7aoTOTMDMRS4hfI7jSP3Engiv/wrWTNAvbeuDC4Zx7ufceL2RUacf5slZW19Y3Ngtbxe2d3b19++CwpYJIYtLEAQtkx0OKMCpIU1PNSCeUBHGPkbY3uUn99gORigbiXk9D0udoJKhPMdJGGtjHPY70WPJ4nJQz6vnxY3J+7QzsklNxMsBl4uakBHI0BvZPbxjgiBOhMUNKdV0n1P0YSU0xI0mxFykSIjxBI9I1VCBOVD/OPkjgmVGG0A+kKaFhpv6diBFXaso905keqRa9VPzP60bar/VjKsJIE4Fni/yIQR3ANA44pJJgzaaGICypuRXiMZIIaxPa3BaKA87R3B+xx5OiCcpdjGWZtKoV96JSvbss1Wt5ZAVwAk5BGbjgCtTBLWiAJsDgCTyDV/BmvVjv1of1OWtdsfKZIzAH6/sXejil4Q==</latexit>

h(x) = +1
<latexit sha1_base64="q01lQzvammOn6Q9lq7b1evvgrmk=">AAACJnicbVDLSsNAFJ3UV62vqCtxEyxCRShJFexGKLhxWcE+oA1lMp20Q2cmYWYilhD8GsGV/ok7EXd+hWsnaRa29cCFwzn3cu89XkiJVLb9ZRRWVtfWN4qbpa3tnd09c/+gLYNIINxCAQ1E14MSU8JxSxFFcTcUGDKP4o43uUn9zgMWkgT8Xk1D7DI44sQnCCotDcyjPoNqLFg8TioZ9fz4MTm7PncGZtmu2hmsZeLkpAxyNAfmT38YoIhhrhCFUvYcO1RuDIUiiOKk1I8kDiGawBHuacohw9KNsxcS61QrQ8sPhC6urEz9OxFDJuWUebozvVIueqn4n9eLlF93Y8LDSGGOZov8iFoqsNI8rCERGCk61QQiQfStFhpDAZHSqc1tIShgDM79EXssKemgnMVYlkm7VnUuqrW7y3KjnkdWBMfgBFSAA65AA9yCJmgBBJ7AM3gFb8aL8W58GJ+z1oKRzxyCORjfv/Gpphc=</latexit>

h(x) = �1
<latexit sha1_base64="eX+kRW1s6r3QMXhtPlq3rTyDkKA=">AAACJnicbVDLSsNAFJ3UV62vqCtxEyxCXViSKtiNUHDjsoJ9QBvKZDpph85MwsxELCH4NYIr/RN3Iu78CtdO0ixs64ELh3Pu5d57vJASqWz7yyisrK6tbxQ3S1vbO7t75v5BWwaRQLiFAhqIrgclpoTjliKK4m4oMGQexR1vcpP6nQcsJAn4vZqG2GVwxIlPEFRaGphHfQbVWLB4nFQy6vnxY3J2fe4MzLJdtTNYy8TJSRnkaA7Mn/4wQBHDXCEKpew5dqjcGApFEMVJqR9JHEI0gSPc05RDhqUbZy8k1qlWhpYfCF1cWZn6dyKGTMop83RneqVc9FLxP68XKb/uxoSHkcIczRb5EbVUYKV5WEMiMFJ0qglEguhbLTSGAiKlU5vbQlDAGJz7I/ZYUtJBOYuxLJN2repcVGt3l+VGPY+sCI7BCagAB1yBBrgFTdACCDyBZ/AK3owX4934MD5nrQUjnzkEczC+fwH0+6YZ</latexit>
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Reformulation avec marges douces

• Formulation primale avec marges douces

Lp =
1

2
‖w‖2 + C

∑

t

ξt −
∑

t

αt [r t(w>xt + w0)− 1 + ξt ]−
∑

t

µtξt

• µt : multiplicateurs de Lagrange pour contraintes ξt ≥ 0

• C : facteur de pénalité pour régularisation selon les erreurs ξt

• Formulation duale avec marges douces

maximiser −1

2

∑

t

∑

s

αtαsr tr s(xt)>xs +
∑

t

αt

sujet à
∑

t

αtr t = 0 et 0 ≤ αt ≤ C , ∀t
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6.5 Retour sur les fonctions de

base



Problème du XOR

• Problème du XOR

x1 = [0 0]> r1 = 0

x2 = [0 1]> r2 = 1

x3 = [1 0]> r3 = 1

x4 = [1 1]> r4 = 0

• Exemple de données non linéairement

séparables

−0.5 0 0.5 1 1.5
−0.5

0

0.5

1

1.5
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Fonctions de base

• Discriminant avec fonction de base

• Transformation non linéaire φ : RD → RK écrite sous une forme linéaire

hi (x) =
K∑

j=1

wjφi,j(x) + w0

• Exemple de fonctions de base

• φi,j(x) = xj

• φi,j(x) = x j−1
1

• φi,j(x) = exp(−(x2 −mj)
2/c)

• φi,j(x) = exp(−‖x−mj‖2/c)

• φi,j(x) = sgn(xj − cj)

27



Projection avec une fonction de base

x
<latexit sha1_base64="xpmuzdtTjlBMNBWmJyvn//aFa0I=">AAACDHicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexGQY8BLx4TMA9IljA7mSRD5rHMzIphyRcInvRPvIlX/8Ef8ewk2YNJLGgoqrrp7opizoz1/W8vt7G5tb2T3y3s7R8cHhWPT5pGJZrQBlFc6XaEDeVM0oZlltN2rCkWEaetaHw381uPVBum5IOdxDQUeCjZgBFsnVR/6hVLftmfA62TICMlyFDrFX+6fUUSQaUlHBvTCfzYhinWlhFOp4VuYmiMyRgPacdRiQU1YTo/dIounNJHA6VdSYvm6t+JFAtjJiJynQLbkVn1ZuJ/Xiexg9swZTJOLJVksWiQcGQVmn2N+kxTYvnEEUw0c7ciMsIaE+uyWdrCiBICL/2RRmJacEEFq7Gsk2alHFyVK/XrUrWSRZaHMziHSwjgBqpwDzVoAAEKz/AKb96L9+59eJ+L1pyXzZzCEryvX6fJm/s=</latexit>

x
<latexit sha1_base64="xpmuzdtTjlBMNBWmJyvn//aFa0I=">AAACDHicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexGQY8BLx4TMA9IljA7mSRD5rHMzIphyRcInvRPvIlX/8Ef8ewk2YNJLGgoqrrp7opizoz1/W8vt7G5tb2T3y3s7R8cHhWPT5pGJZrQBlFc6XaEDeVM0oZlltN2rCkWEaetaHw381uPVBum5IOdxDQUeCjZgBFsnVR/6hVLftmfA62TICMlyFDrFX+6fUUSQaUlHBvTCfzYhinWlhFOp4VuYmiMyRgPacdRiQU1YTo/dIounNJHA6VdSYvm6t+JFAtjJiJynQLbkVn1ZuJ/Xiexg9swZTJOLJVksWiQcGQVmn2N+kxTYvnEEUw0c7ciMsIaE+uyWdrCiBICL/2RRmJacEEFq7Gsk2alHFyVK/XrUrWSRZaHMziHSwjgBqpwDzVoAAEKz/AKb96L9+59eJ+L1pyXzZzCEryvX6fJm/s=</latexit>

x2
<latexit sha1_base64="chCiDWI9hXtogSQAw5zu693jAS8=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd1V0GPAi8eI5gHJGmYns8mQmZ1lZlYMSz5B8KR/4k28+gv+iGcnyR5MYkFDUdVNd1eYcKaN6347K6tr6xubha3i9s7u3n7p4LChZaoIrRPJpWqFWFPOYlo3zHDaShTFIuS0GQ6vJ37zkSrNZHxvRgkNBO7HLGIEGyvdPT343VLZrbhToGXi5aQMOWrd0k+nJ0kqaGwIx1q3PTcxQYaVYYTTcbGTappgMsR92rY0xoLqIJueOkanVumhSCpbsUFT9e9EhoXWIxHaToHNQC96E/E/r52a6CrIWJykhsZktihKOTISTf5GPaYoMXxkCSaK2VsRGWCFibHpzG1hRAqB5/7IQjEu2qC8xViWScOveOcV//aiXPXzyApwDCdwBh5cQhVuoAZ1INCHZ3iFN+fFeXc+nM9Z64qTzxzBHJyvX+G4nJ8=</latexit>

✓
x
x2

◆

<latexit sha1_base64="ovGFmUeCEuD7383+9MpgXyLsgSs="></latexit>

• En 1D : non linéairement séparable

• Avec projection en 2D : linéairement séparable
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Fonctions de base

• Résolution du XOR avec fonction de

base φ : R2 → R3

φ(x) = [x1 x2 (x1x2)]>

• Résultats de la transformation

z1 = [0 0 0]> r1 = 0

z2 = [0 1 0]> r2 = 1

z3 = [1 0 0]> r3 = 1

z4 = [1 1 1]> r4 = 0

• Données linéairement séparables dans

le nouvel espace !

−0.5
0

0.5
1

1.5 −0.5
0

0.5
1

1.5

−0.5

0

0.5

1

1.5
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Fonctions de base radiale

• Fonctions de base radiale (RBF : Radial Basis Functions)

φi (x) = exp

[
−‖x−mi‖2

2s2i

]

• Consiste en une fonction gaussienne centrée sur mi avec une influence locale
paramétrée par si
• À strictement parler, ce n’est pas une densité de probabilité de loi multinormale

(
∫∞
−∞ φi (x)dx 6= 1)

• Idée : chaque fonction gaussienne capture un groupe de données dans un certain

voisinage

• Avec K fonctions gaussiennes, projection dans un espace à K dimensions

φ = [φ1 . . . φK ]> : RD → RK
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6.6 SVM à noyau



Fonctions de base et SVM

• Transformation non linéaire φ : RD → RK avec fonctions de base

z(x) = φ(x)

• Discrimination linéaire dans un espace non linéaire

h(z) = w>z + w0

= w>φ(x) + w0 =
K∑

j=1

wjφj(x) + w0

• Reformulation dans la forme duale

w =
∑

t

αtr tzt =
∑

t

αtr tφ(xt)

h(x) =
∑

t

w>φ(x) + w0 =
∑

t

αtr t(φ(xt))>φ(x) + w0
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Fonctions noyau

• Fonction noyau : K (x,y) = (φ(x))>φ(y)

• SVM avec fonction noyau

h(x) =
∑

t

αtr tK (xt ,x) + w0

• Truc du noyau : aucun calcul directement dans l’espace généré par φ(x)

• Permet de traiter des fonctions noyau générant des espaces à haute dimensionnalité

(possiblement infinie), sans travailler directement dans ces espaces

• Noyaux couramment utilisés

• Produit scalaire : K (x,y) =< x,y >= x>y

• Polynomial d’ordre q : K (x,y) = (x>y + 1)q

• Gaussien : K (x,y) = exp
[
−‖x−y‖2

σ2

]

• Sigmöıdal : K (x,y) = tanh(2x>y + 1)

32



SVM à noyau

• Entrâınement sur jeu de données X = {xt ,r t}Nt=1

• Calcul des αt par programmation quadratique

maximiser Ld = −1

2

N∑

t=1

N∑

s=1

αtαs r tr sK (xt , xs) +
∑

t

αt

sujet à
∑

t

αtr t = 0 et 0 ≤ αt ≤ C , ∀t

• Calcul du biais w0 avec vecteurs de support, M = {αt |αt ≥ 0, ∀t}

w0 =
1

|M|
∑

αt∈M

(
r t −

∑

αs∈M
αs r sK (xt ,xs)

)

• Évaluation d’une donnée x

h(x) =
∑

t

αtr tK (xt ,x) + w0
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Noyau polynomial

• Noyau polynomial d’ordre q

K (x,y) = (x>y + 1)q

• Exemple en dimension D = 2 et ordre q = 2

K (x,y) = (x>y + 1)2 = (x1y1 + x2y2 + 1)2

= 1 + 2x1y1 + 2x2y2 + 2x1x2y1y2 + x21y
2
1 + x22y

2
2

• Fonctions de base correspondantes

φ(x) = [1
√

2x1
√

2x2
√

2x1x2 x21 x22 ]>

K (x,y) = φ(x)>φ(y) = (x>y + 1)2
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Noyau gaussien

• Noyau gaussien avec étalement σ

K (x,y) = exp

[
−‖x− y‖2

σ2

]

• SVM avec noyau gaussien est un réseau de fonctions RBF entrâıné d’une façon

particulière

h(x) =
N∑

t=1

αtr tK (xt ,x) + w0 =
N∑

t=1

wt exp

[
−‖x− xt‖2

σ2

]
+ w0

• Estimation de densité par noyau : SVM avec noyau et αt = 1, ∀t

h(x) =
N∑

t=1

r tK (xt ,x)
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Données avec recoupement : SVM linéaire
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Données avec recoupement : noyau polynomial
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Données avec recoupement : noyau gaussien
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Données avec recoupement : noyau gaussien avec grand σ
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Données avec recoupement : noyau gaussien avec petit σ
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6.7 Hyperparamètres des SVM



Paramètres des SVM

• SVM est une machinerie complexe, où le choix des paramètres peut influencer
grandement les résultats

• Avec noyau gaussien, paramètres C (régularisation) et σ (portée du noyau) ont un

impact significatif sur les performances

• Pour différentes valeurs de ces paramètres, résultats peuvent varier grandement (et

parfois être catastrophiques)

• Ajustement empirique nécessaire, problème par problème

• Règles du pouce pour entrâınement de SVM avec noyau gaussien

• Valeurs de paramètres C à tester : {10−5, 10−4, . . . , 105}
• Valeurs de paramètres σ à tester : {σmin, 2σmin, 4σmin, . . . , 64σmin} où σmin est la

distance euclidienne minimale mesurée entre deux données du jeu de données

(excluant les distances nulles) : σmin = min∀xi 6=xj ‖xi − xj‖
• Ajustement de ces paramètres par une recherche en grille

41



Recherche en grille

• Recherche en grille : ajustement de paires de paramètres, avec mesure sur
ensemble de validation

1. Partitionner ensemble de données X en deux sous-ensembles, XT et XV

(généralement 50%-50%)

2. Entrâıner sommairement classifieur avec XT pour chaque paire de paramètres

considérés

3. Sélectionner la paire de paramètres où l’erreur est minimale sur XV

4. Utiliser cette paire de paramètres pour entrâınement complet sur tout l’ensemble X
• Méthode classique à suivre pour déterminer C et σ des SVM avec noyau gaussien

• Applicable pour toutes paires de paramètres dont l’effet conjoint est important dans

l’entrâınement de classifieurs
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6.8 SVM par descente du gradient



Fonction d’erreur

• SVM : discriminant linéaire avec fonction de perte Hinge

Lhinge(y t ,r t) = max(1− y tr t ,0)

• y t = h(xt |w,w0)

• Pénalise des données du bon côté de l’hyperplan, mais dans la marge (y tr t < 1)

• Chaque critère d’erreur fait un compromis différent sur la nature des erreurs

• Fonction de perte 0/1

• Erreur quadratique

• Entropie croisée
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Comparaison de différents critères d’erreurs
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Descente du gradient avec noyau

• Discriminant dans l’espace généré par un noyau

h(x) =
∑

xs∈X
αsr sK (xs ,x) + w0

• Apprentissage des paramètres αt et w0 peut se faire à l’aide d’une descente du
gradient
• Corrections à appliquer aux paramètres du classifieur

∆αt = −η ∂E (α,w0|X )

∂αt
, ∆w0 = −η ∂E (α,w0|X )

∂w0

• Mise à jour, avec contrainte αt ≥ 0, ∀αt :

αt =

{
0 si αt + ∆αt < 0

αt + ∆αt autrement
,

w0 = w0 + ∆w0.
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Fonction d’erreur pour descente du gradient

• Fonction de perte Hinge avec régularisation pour discriminant avec noyau

Ehinge(α,w0|X ) =
∑

xt∈Y
(1− r th(xt |α,w0)) + λ

1

2

∑

αs∈α
(αs)2 ,

Y = {xt ∈ X | r th(xt |α,w0) < 1}.

• Effectue une maximisation des marges géométrique dans l’espace des noyaux

• Valeur r th(xt | α,w0) ∈ [0,1] : donnée bien classée, mais dans la marge

• Régularisation est nécessaire

• Sinon, valeurs des αt explosent !

• Paramètre de régularisation λ doit être ajusté empiriquement pour chaque jeu de

données (recherche en grille avec le σ pour noyau gaussien)
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6.9 Fonctions noyau et distances



Fonctions noyau et distances

• Fonction noyau : mesure de similarité

• Mesure de distance : mesure de dissimilarité

• Distance euclidienne dans l’espace généré par le noyau (espace φ(x))

d(x,y)2 = K (x,x) + K (y,y)− 2K (x,y)

• Exemple avec noyau de type produit scalaire, K (x,y) = x>y

d(x,y)2 = ‖x− y‖2 = (x− y)>(x− y)

= x>x + y>y − 2x>y

= K (x,x) + K (y,y)− 2K (x,y)

• Permet de faire du classement aux k-plus proches voisins avec des fonctions
noyau !
• Vecteurs de support = sélection de prototypes
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Matrice de Gram

• Matrice de Gram G (X ) : mesure de similarités entre toutes les données de

X = {xt}Nt=1

G (X ) =




K (x1,x1) K (x1,x2) · · · K (x1,xN)

K (x2,x1) K (x2,x2) · · · K (x2,xN)

. . . . . .
. . . . . .

K (xN ,x1) K (xN ,x2) · · · K (xN ,xN)




• Matrice symétrique

• Forme similaire à une matrice de distances ou une matrice de covariance
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6.10 SVM dans scikit-learn



Scikit-learn

• svm.SVC : SVM à noyau tel que vu en classe

• Quelques noyaux standards supportés (linéaire, gaussien, polynomial, sigmöıde),

matrice de Gram peut également être fournie

• Passage à l’échelle plus difficile, ne fonctionne pas bien avec N > 100 000

• svm.NuSVC : variante de SVM à noyau

• Régularisation contrôlant directement nombre de vecteurs de support

• svm.LinearSVC : SVM linéaire

• Optimisé pour SVM linéaire, meilleure utilisation des ressources et meilleur passage à

l’échelle

• linear model.SGDClassifier : descente du gradient stochastique

• Peut émuler SVM linéaire avec bonne configuration de fonction de perte et

régularisation

• Efficace dans l’utilisation des ressources, permet un traitement en ligne
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