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4.1 Estimation par histogramme



Méthodes non paramétriques

• Méthodes paramétriques (incluant densité-mélange)

• Densités de probabilité (p(x)) posées à l’avance (typiquement, x ∼ ND(µ,Σ))

• Recherche de la paramétrisation de ces densités

• Méthodes non paramétriques

• Estimer la densité de probabilité directement à partir des données

• Aucune hypothèse a priori sur la distribution des données

• Approches principales

• Estimation par histogramme

• Estimation par noyau

• k-plus proches voisins (k-PPV)
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Estimation non paramétrique de densités

• Probabilité que valeur x inférieure ou égale à a

• P(x ≤ a) =
a∫

x=−∞
p(x) dx

• Estimation avec échantillonnage {x t}Nt=1 : P̂(x ≤ a) = #{x t≤a}
N

• Estimation de valeur x dans l’intervalle [a,a + h]

P̂(a ≤ x ≤ (a + h)) =
#{x t ≤ (a + h)} −#{x t ≤ a}

N

• Approximation de densité p(x) dans [a,a + h] par valeur constante

p̂(x |x ∈ [a,(a + h)]) ≈ p̂(a)

P̂(a ≤ x ≤ (a + h)) =

a+h∫
x=a

p̂(x) dx ≈ p̂(a)(a + h − a) = hp̂(a)

p̂(x |x ∈ [a,(a + h)]) ≈ 1

h

[
#{x t ≤ (a + h)} −#{x t ≤ a}

N

]
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Estimation par histogramme

• Estimation par histogramme (1D)
• Diviser l’espace d’entrée en compartiments de tailles égales (bins)

• Chaque compartiment est de largeur h et positionné par rapport à une origine x0

]x0 + mh,x0 + (m + 1)h], avec m un nombre naturel

• Estimation en 1D, à partir d’un jeu {x t}Nt=1

p̂(x) =
#{x t dans même compartiment que x}

Nh

• Choix de l’origine x0 peut affecter légèrement l’estimateur (discontinuités aux

frontières)
• Choix de la largeur h affecte significativement l’estimateur

• Valeur de h faible, de nombreux pics dans l’estimation

• Valeur de h grande, estimation plus douce (moins précise)
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Densité d’estimation par histogramme
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Densité d’estimation par histogramme
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Estimation selon plusieurs dimensions

• Estimation en plusieurs dimensions par histogramme
• Compartiments correspondant à des hypercubes d’hypervolumes égaux

• Souffre gravement de la malédiction de la dimensionnalité

• Conditions générales pour estimations convergent vers véritables densités de
probabilité, p̂(x)→ p(x)
• Volume Vn de chaque compartiment réduit

lim
n→∞

Vn = 0

• Nombre d’observations kn par compartiment très grand

lim
n→∞

kn =∞

• Ratio du nombre d’observations par compartiment avec le nombre d’observations

total élevé

lim
n→∞

kn
n

= 0
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Densités d’estimation en 2D
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Densités par estimation näıve d’histogramme

• Estimateur näıf d’histogramme (aussi connu comme une fenêtre de Parzen)

• Estimer la densité autour de x dans un hypercube de largeur 2h

• Formulation en 1D

p̂(x) =
#{(x − h) < x t ≤ (x + h)}

2Nh

=
1

2Nh

N∑
t=1

w

(
x − x t

h

)

où w(u) =

{
1 si |u| < 1

0 autrement

• Évite de devoir poser une origine x0

• L’estimation n’est pas continue et comporte des marches à x t ± h
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Densités par estimation näıve d’histogramme
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4.2 Estimation par noyau



Estimation par noyau

• Estimation par noyau : estimation plus douce que l’estimateur näıf d’histogramme

• Utiliser un noyau adoucissant, typiquement un noyau gaussien

K (u) =
1√
2π

exp

[
−u2

2

]
• Convolution du noyau adoucissant avec les données {x t}Nt=1

p̂(x) =
1

Nh

N∑
t=1

K

(
x − x t

h

)
• Noyau K (·) détermine la forme de l’influence des données

• Largeur de fenêtre h détermine la largeur de l’influence des données

• Généralise l’estimation näıve, qui utilise une bôıte rectangulaire comme noyau
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Densités d’estimation par noyau
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Qualité de l’estimation par noyau

• Largeur de la fenêtre influence grandement l’estimation

• h petit : chaque donnée a un effet local important

• h grand : estimation plus douce, avec du recoupement entre les noyaux

• Estimation p̂(x)→ p(x) lorsque N →∞
• Il faut que h→ 0, mais plus lentement que N (c’est-à-dire Nh→∞)

• Typiquement, on pose que hN = h1/
√
N, utilisant une fenêtre de hN pour un jeu de

taille N
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Variation du nombre d’observations
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Propriétés des noyaux adoucissants

• Propriétés désirables d’un noyau adoucissant
1. Valeurs positives ou nulles

K (x) ≥ 0, ∀x
2. Aire sous la courbe unitaire

∞∫
−∞

K (x) dx = 1

3. Centré sur l’origine
∞∫
−∞

x K (x) dx = 0

• Si propriétés 1 et 2 sont respectées, K (u) correspond à une fonction de densité

valide et donc p̂(x) l’est également

• De plus, si K (u) est continue et différentiable, p̂(x) l’est également

• Support : étalement des valeurs de u pour lequel K (u) est non-nul 14



Exemples de noyaux adoucissants

• Gaussien

• Dérivable, mais support n’est pas borné

• Boxcar / TopHat : Estimation naive
d’histogramme

• Support borné, mais fonction non dérivable

• Epanechnikov : K (u) = (3/4) (1− u2) pour
u ∈ [−1,1]

• Support borné, fonction non dérivable

• Linéaire / triangle : K (u) = 1− |u| pour
u ∈ [−1,1]

• Support borné, fonction non dérivable

• Cosinus : K (u) = cos(u π/2) pour
u ∈ [−1,1]

• Support borné, fonction non dérivable
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Estimation par noyau, cas multidimensionnel

• Équation générale de l’estimation par noyau en D dimensions

p̂(x) =
1

NhD

N∑
t=1

K

(
x− xt

h

)
• Contrainte sur le noyau :

∫
RD K (x) dx = 1

• Noyau gaussien multivarié

K (u) =

(
1√
2π

)D

exp

[
−‖u‖

2

2

]
• Sensible à la dimensionnalité et à la normalisation des valeurs selon les différentes

dimensions

• Noyau incluant une normalisation selon l’estimation de la covariance Σ

K (u) =
1

(2π)0,5D |Σ|0,5 exp
[
−0,5u>Σ−1u

]
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Estimation par noyau pour le classement

• Estimation de p̂(x|Ci ) par noyau

p̂(x|Ci ) =
1

NihD

N∑
t=1

K

(
x− xt

h

)
r ti

• Fonction discriminante correspondante

P̂(Ci ) =
Ni

N

hi (x) = p̂(x|Ci )P̂(Ci )

=
1

NhD

N∑
t=1

K

(
x− xt

h

)
r ti
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Effet de largeur du noyau pour classement
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4.3 k-plus proches voisins



Estimation de densité par k-PPV

• k-plus proches voisins (k-PPV)

• Ensemble de référence X = {x t}Nt=1

• Adapter la largeur de la fenêtre selon la densité locale des données (k données les

plus proches)

p̂(x) =
k

2Ndk(x ,X )

• h = dk(x ,X ) : distance du k-ième voisin à la donnée x dans X
• Estimateur non continu, similaire à l’estimateur näıf par histogramme, avec largeur h

adaptative
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Paramètres de k-PPV

• Les k-PPV définis par trois paramètres principaux

• Nombre de voisins k

• k faible : découpage de l’espace fin selon l’ensemble de référence

• k élevé : découpage plus doux, moyennage selon le voisinage

• Mesure de distance D(x,y)

• Définit la relation de voisinage entre les données

• Ensemble de données de référence X
• Taille de l’ensemble de données

• Densité de la répartition dans l’espace des données

• Représentativité des données (filtrage)
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Classement par k-PPV

• Classement par k-plus proches voisins (k-PPV)

• Ensemble de référence (d’entrâınement) X = {xt ,r t}Nt=1

• Pour classer une donnée inconnue x, calculer les k-plus proches voisins dans X en

utilisant une mesure de distance (ex. distance euclidienne)

• Assigner à x l’étiquette la plus fréquente parmi celles des k-plus proches voisins

• Méthode très simple et directe pour le classement

• Avec k = 1, divise l’espace d’entrée selon un diagramme de Voronöı basé sur X

21



Classement par les k-PPV

??

Par Antti Ajanki, CC-BY-SA 3.0, https://en.wikipedia.org/wiki/File:KnnClassification.svg
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Diagramme de Voronöı (1-PPV)

Par Balu.ertl, CC-BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Euclidean_Voronoi_diagram.svg

23

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Euclidean_Voronoi_diagram.svg


Régions et frontière pour 1-PPV

Par Agor153, CC-BY-SA 3.0, https://en.wikipedia.org/wiki/File:Map1NN.png
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Régions et frontière pour 5-PPV

Par Agor153, CC-BY-SA 3.0, https://en.wikipedia.org/wiki/File:Map5NN.png
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4.4 Notions sur les k-PPV



Bornes du classifieur k-PPV

• Taux d’erreur bayésien optimal (Ebayes)

• Taux d’erreur lorsqu’on connâıt les

véritables densités de probabilité par

classe

• Optimal, impossible de faire mieux en

généralisation

• Deux bornes sur le taux d’erreur du k-PPV

• Avec k = 1 et N →∞ alors

E1-ppv ≤ 2Ebayes
• Avec k →∞ et N →∞ alors

Ek-ppv → Ebayes

Ebayes
<latexit sha1_base64="UDs5fJOG1KlYYGSqtZbO5tP3P0c=">AAACHXicbVDLSgMxFM34rPU16tJNsAiuykwVdFkQwWUF+4B2GJI0bUOTyZBkisMwfyK40j9xJ27FH3Ft2s7Cth64cDjnXu69B8ecaeN5387a+sbm1nZpp7y7t39w6B4dt7RMFKFNIrlUHYw05SyiTcMMp51YUSQwp208vp367QlVmsno0aQxDQQaRmzACDJWCl33Lsx6AsunDKOU6jwP3YpX9WaAq8QvSAUUaITuT68vSSJoZAhHWnd9LzZBhpRhhNO83Es0jREZoyHtWhohQXWQzS7P4blV+nAgla3IwJn6dyJDQutUYNspkBnpZW8q/ud1EzO4CTIWxYmhEZkvGiQcGgmnMcA+U5QYnlqCiGL2VkhGSCFibFgLWxiRQqCFPzIs8rINyl+OZZW0alX/slp7uKrUa0VkJXAKzsAF8ME1qIN70ABNQMAEPINX8Oa8OO/Oh/M5b11zipkTsADn6xfeUKME</latexit>

Ek-ppv
<latexit sha1_base64="a5GDMT2t8eSTTWtDz+64dyn4VQg=">AAACHXicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0VwY0mqoMuCCC4r2Ae0IUym03boPMLMpFhC/kRwpX/iTtyKP+LaaZuFbT1w4XDOvdx7TxQzqo3nfTuFtfWNza3idmlnd2//wD08amqZKEwaWDKp2hHShFFBGoYaRtqxIohHjLSi0e3Ub42J0lSKRzOJScDRQNA+xchYKXTduzAddXkkn9KLOB5nWeiWvYo3A1wlfk7KIEc9dH+6PYkTToTBDGnd8b3YBClShmJGslI30SRGeIQGpGOpQJzoIJ1dnsEzq/RgXypbwsCZ+nciRVzrCY9sJ0dmqJe9qfif10lM/yZIqYgTQwSeL+onDBoJpzHAHlUEGzaxBGFF7a0QD5FC2NiwFrZQLDlHC3+kEc9KNih/OZZV0qxW/MtK9eGqXKvmkRXBCTgF58AH16AG7kEdNAAGY/AMXsGb8+K8Ox/O57y14OQzx2ABztcvnoqi3g==</latexit>

0,2
<latexit sha1_base64="WbRLZXqcklClZxIidStcpbGa1SM=">AAACEHicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eFoPgIYTdKOgx4MVjBDcJJEuYncwmQ+axzMwKYck3CJ70T7yJV//AH/HsJNmDSSxoKKq66e6KEka18bxvp7CxubW9U9wt7e0fHB6Vj09aWqYKkwBLJlUnQpowKkhgqGGkkyiCeMRIOxrfzfz2E1GaSvFoJgkJORoKGlOMjJWCXtWr1vvlilfz5nDXiZ+TCuRo9ss/vYHEKSfCYIa07vpeYsIMKUMxI9NSL9UkQXiMhqRrqUCc6DCbHzt1L6wycGOpbAnjztW/ExniWk94ZDs5MiO96s3E/7xuauLbMKMiSQ0ReLEoTplrpDv73B1QRbBhE0sQVtTe6uIRUggbm8/SFool52jpjyzi05INyl+NZZ206jX/qlZ/uK406nlkRTiDc7gEH26gAffQhAAwUHiGV3hzXpx358P5XLQWnHzmFJbgfP0CREOcwQ==</latexit>

0,0
<latexit sha1_base64="EimRSFqM/KGW9TA+eUPpVpO1zYM=">AAACEHicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eFoPgIYTdKOgx4MVjBDcJJEuYncwmQ+axzMwKYck3CJ70T7yJV//AH/HsJNmDSSxoKKq66e6KEka18bxvp7CxubW9U9wt7e0fHB6Vj09aWqYKkwBLJlUnQpowKkhgqGGkkyiCeMRIOxrfzfz2E1GaSvFoJgkJORoKGlOMjJWCXtWrev1yxat5c7jrxM9JBXI0++Wf3kDilBNhMENad30vMWGGlKGYkWmpl2qSIDxGQ9K1VCBOdJjNj526F1YZuLFUtoRx5+rfiQxxrSc8sp0cmZFe9Wbif143NfFtmFGRpIYIvFgUp8w10p197g6oItiwiSUIK2pvdfEIKYSNzWdpC8WSc7T0RxbxackG5a/Gsk5a9Zp/Vas/XFca9TyyIpzBOVyCDzfQgHtoQgAYKDzDK7w5L8678+F8LloLTj5zCktwvn4BQPOcvw==</latexit>

0,1
<latexit sha1_base64="yHEA7I4RS6OTjBC7wvA9hOALAqg=">AAACEHicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eFoPgIYTdKOgx4MVjBDcJJEuYncwmQ+axzMwKYck3CJ70T7yJV//AH/HsJNmDSSxoKKq66e6KEka18bxvp7CxubW9U9wt7e0fHB6Vj09aWqYKkwBLJlUnQpowKkhgqGGkkyiCeMRIOxrfzfz2E1GaSvFoJgkJORoKGlOMjJWCXtWr+v1yxat5c7jrxM9JBXI0++Wf3kDilBNhMENad30vMWGGlKGYkWmpl2qSIDxGQ9K1VCBOdJjNj526F1YZuLFUtoRx5+rfiQxxrSc8sp0cmZFe9Wbif143NfFtmFGRpIYIvFgUp8w10p197g6oItiwiSUIK2pvdfEIKYSNzWdpC8WSc7T0RxbxackG5a/Gsk5a9Zp/Vas/XFca9TyyIpzBOVyCDzfQgHtoQgAYKDzDK7w5L8678+F8LloLTj5zCktwvn4BQpucwA==</latexit>

0,3
<latexit sha1_base64="Z8QvOtA3fcp7xaJ6hMIA5M3Z4WU=">AAACEHicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYhA8hLCbCHoMePEYwU0CyRJmJ7PJkHksM7NCWPINgif9E2/i1T/wRzw7SfZgEgsaiqpuuruihFFtPO/b2djc2t7ZLewV9w8Oj45LJ6ctLVOFSYAlk6oTIU0YFSQw1DDSSRRBPGKkHY3vZn77iShNpXg0k4SEHA0FjSlGxkpBr+JV6v1S2at6c7jrxM9JGXI0+6Wf3kDilBNhMENad30vMWGGlKGYkWmxl2qSIDxGQ9K1VCBOdJjNj526l1YZuLFUtoRx5+rfiQxxrSc8sp0cmZFe9Wbif143NfFtmFGRpIYIvFgUp8w10p197g6oItiwiSUIK2pvdfEIKYSNzWdpC8WSc7T0RxbxadEG5a/Gsk5atapfr9YersuNWh5ZAc7hAq7AhxtowD00IQAMFJ7hFd6cF+fd+XA+F60bTj5zBktwvn4BReucwg==</latexit>

0,4
<latexit sha1_base64="KrIFFXY7FNy9TVHq3Xg49k9/3yc=">AAACEHicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYhA8hLAbA3oMePEYwU0CyRJmJ7PJkHksM7NCWPINgif9E2/i1T/wRzw7SfZgEgsaiqpuuruihFFtPO/b2djc2t7ZLewV9w8Oj45LJ6ctLVOFSYAlk6oTIU0YFSQw1DDSSRRBPGKkHY3vZn77iShNpXg0k4SEHA0FjSlGxkpBr+JV6v1S2at6c7jrxM9JGXI0+6Wf3kDilBNhMENad30vMWGGlKGYkWmxl2qSIDxGQ9K1VCBOdJjNj526l1YZuLFUtoRx5+rfiQxxrSc8sp0cmZFe9Wbif143NfFtmFGRpIYIvFgUp8w10p197g6oItiwiSUIK2pvdfEIKYSNzWdpC8WSc7T0RxbxadEG5a/Gsk5atap/Xa091MuNWh5ZAc7hAq7AhxtowD00IQAMFJ7hFd6cF+fd+XA+F60bTj5zBktwvn4BR5Ocww==</latexit>

0,5
<latexit sha1_base64="9GcPcYnBXEV06ZYiMjgpo1yzxZM=">AAACEHicbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSJ4KGW3KnosePFYwW0L7VKyabYNTTZLkhXK0t8geNJ/4k28+g/8I55N2z3Y1gcDj/dmmJkXJpxp47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpuapkqQn0iuVTtEGvKWUx9wwyn7URRLEJOW+Hobuq3nqjSTMaPZpzQQOBBzCJGsLGS3624leteqexW3RnQKvFyUoYcjV7pp9uXJBU0NoRjrTuem5ggw8owwumk2E01TTAZ4QHtWBpjQXWQzY6doHOr9FEkla3YoJn6dyLDQuuxCG2nwGaol72p+J/XSU10G2QsTlJDYzJfFKUcGYmmn6M+U5QYPrYEE8XsrYgMscLE2HwWtjAihcALf2ShmBRtUN5yLKukWat6l9Xaw1W5XssjK8ApnMEFeHADdbiHBvhAgMEzvMKb8+K8Ox/O57x1zclnTmABztcvSTucxA==</latexit>

0,5
<latexit sha1_base64="9GcPcYnBXEV06ZYiMjgpo1yzxZM=">AAACEHicbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSJ4KGW3KnosePFYwW0L7VKyabYNTTZLkhXK0t8geNJ/4k28+g/8I55N2z3Y1gcDj/dmmJkXJpxp47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpuapkqQn0iuVTtEGvKWUx9wwyn7URRLEJOW+Hobuq3nqjSTMaPZpzQQOBBzCJGsLGS3624leteqexW3RnQKvFyUoYcjV7pp9uXJBU0NoRjrTuem5ggw8owwumk2E01TTAZ4QHtWBpjQXWQzY6doHOr9FEkla3YoJn6dyLDQuuxCG2nwGaol72p+J/XSU10G2QsTlJDYzJfFKUcGYmmn6M+U5QYPrYEE8XsrYgMscLE2HwWtjAihcALf2ShmBRtUN5yLKukWat6l9Xaw1W5XssjK8ApnMEFeHADdbiHBvhAgMEzvMKb8+K8Ox/O57x1zclnTmABztcvSTucxA==</latexit>

0,4
<latexit sha1_base64="KrIFFXY7FNy9TVHq3Xg49k9/3yc=">AAACEHicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYhA8hLAbA3oMePEYwU0CyRJmJ7PJkHksM7NCWPINgif9E2/i1T/wRzw7SfZgEgsaiqpuuruihFFtPO/b2djc2t7ZLewV9w8Oj45LJ6ctLVOFSYAlk6oTIU0YFSQw1DDSSRRBPGKkHY3vZn77iShNpXg0k4SEHA0FjSlGxkpBr+JV6v1S2at6c7jrxM9JGXI0+6Wf3kDilBNhMENad30vMWGGlKGYkWmxl2qSIDxGQ9K1VCBOdJjNj526l1YZuLFUtoRx5+rfiQxxrSc8sp0cmZFe9Wbif143NfFtmFGRpIYIvFgUp8w10p197g6oItiwiSUIK2pvdfEIKYSNzWdpC8WSc7T0RxbxadEG5a/Gsk5atap/Xa091MuNWh5ZAc7hAq7AhxtowD00IQAMFJ7hFd6cF+fd+XA+F60bTj5zBktwvn4BR5Ocww==</latexit>

0,3
<latexit sha1_base64="Z8QvOtA3fcp7xaJ6hMIA5M3Z4WU=">AAACEHicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYhA8hLCbCHoMePEYwU0CyRJmJ7PJkHksM7NCWPINgif9E2/i1T/wRzw7SfZgEgsaiqpuuruihFFtPO/b2djc2t7ZLewV9w8Oj45LJ6ctLVOFSYAlk6oTIU0YFSQw1DDSSRRBPGKkHY3vZn77iShNpXg0k4SEHA0FjSlGxkpBr+JV6v1S2at6c7jrxM9JGXI0+6Wf3kDilBNhMENad30vMWGGlKGYkWmxl2qSIDxGQ9K1VCBOdJjNj526l1YZuLFUtoRx5+rfiQxxrSc8sp0cmZFe9Wbif143NfFtmFGRpIYIvFgUp8w10p197g6oItiwiSUIK2pvdfEIKYSNzWdpC8WSc7T0RxbxadEG5a/Gsk5atapfr9YersuNWh5ZAc7hAq7AhxtowD00IQAMFJ7hFd6cF+fd+XA+F60bTj5zBktwvn4BReucwg==</latexit>

0,2
<latexit sha1_base64="WbRLZXqcklClZxIidStcpbGa1SM=">AAACEHicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eFoPgIYTdKOgx4MVjBDcJJEuYncwmQ+axzMwKYck3CJ70T7yJV//AH/HsJNmDSSxoKKq66e6KEka18bxvp7CxubW9U9wt7e0fHB6Vj09aWqYKkwBLJlUnQpowKkhgqGGkkyiCeMRIOxrfzfz2E1GaSvFoJgkJORoKGlOMjJWCXtWr1vvlilfz5nDXiZ+TCuRo9ss/vYHEKSfCYIa07vpeYsIMKUMxI9NSL9UkQXiMhqRrqUCc6DCbHzt1L6wycGOpbAnjztW/ExniWk94ZDs5MiO96s3E/7xuauLbMKMiSQ0ReLEoTplrpDv73B1QRbBhE0sQVtTe6uIRUggbm8/SFool52jpjyzi05INyl+NZZ206jX/qlZ/uK406nlkRTiDc7gEH26gAffQhAAwUHiGV3hzXpx358P5XLQWnHzmFJbgfP0CREOcwQ==</latexit>

0,1
<latexit sha1_base64="yHEA7I4RS6OTjBC7wvA9hOALAqg=">AAACEHicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eFoPgIYTdKOgx4MVjBDcJJEuYncwmQ+axzMwKYck3CJ70T7yJV//AH/HsJNmDSSxoKKq66e6KEka18bxvp7CxubW9U9wt7e0fHB6Vj09aWqYKkwBLJlUnQpowKkhgqGGkkyiCeMRIOxrfzfz2E1GaSvFoJgkJORoKGlOMjJWCXtWr+v1yxat5c7jrxM9JBXI0++Wf3kDilBNhMENad30vMWGGlKGYkWmpl2qSIDxGQ9K1VCBOdJjNj526F1YZuLFUtoRx5+rfiQxxrSc8sp0cmZFe9Wbif143NfFtmFGRpIYIvFgUp8w10p197g6oItiwiSUIK2pvdfEIKYSNzWdpC8WSc7T0RxbxackG5a/Gsk5a9Zp/Vas/XFca9TyyIpzBOVyCDzfQgHtoQgAYKDzDK7w5L8678+F8LloLTj5zCktwvn4BQpucwA==</latexit>

0,0
<latexit sha1_base64="EimRSFqM/KGW9TA+eUPpVpO1zYM=">AAACEHicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eFoPgIYTdKOgx4MVjBDcJJEuYncwmQ+axzMwKYck3CJ70T7yJV//AH/HsJNmDSSxoKKq66e6KEka18bxvp7CxubW9U9wt7e0fHB6Vj09aWqYKkwBLJlUnQpowKkhgqGGkkyiCeMRIOxrfzfz2E1GaSvFoJgkJORoKGlOMjJWCXtWrev1yxat5c7jrxM9JBXI0++Wf3kDilBNhMENad30vMWGGlKGYkWmpl2qSIDxGQ9K1VCBOdJjNj526F1YZuLFUtoRx5+rfiQxxrSc8sp0cmZFe9Wbif143NfFtmFGRpIYIvFgUp8w10p197g6oItiwiSUIK2pvdfEIKYSNzWdpC8WSc7T0RxbxackG5a/Gsk5a9Zp/Vas/XFca9TyyIpzBOVyCDzfQgHtoQgAYKDzDK7w5L8678+F8LloLTj5zCktwvn4BQPOcvw==</latexit>

k =
1

<latexit sha1_base64="ST33/kCY7cMyDqaJ6Gl66goKglk=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBByCrtR0IsQ8OIxonlAsoTZySQZMo9lZlYISz5B8KR/4k28+gv+iGcnyR5MYkFDUdVNd1cUc2as7397a+sbm1vbuZ387t7+wWHh6LhhVKIJrRPFlW5F2FDOJK1bZjltxZpiEXHajEa3U7/5RLVhSj7acUxDgQeS9RnB1kkPo5ugWyj6ZX8GtEqCjBQhQ61b+On0FEkElZZwbEw78GMbplhbRjid5DuJoTEmIzygbUclFtSE6ezUCTp3Sg/1lXYlLZqpfydSLIwZi8h1CmyHZtmbiv957cT2r8OUyTixVJL5on7CkVVo+jfqMU2J5WNHMNHM3YrIEGtMrEtnYQsjSgi88EcaiUneBRUsx7JKGpVycFGu3F8Wq6UsshycwhmUIIArqMId1KAOBAbwDK/w5r14796H9zlvXfOymRNYgPf1C5CjnGY=</latexit>

k =
3

<latexit sha1_base64="t6cdjCQz1vklCI00mmPzU2lqoME=">AAACDnicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eFoOQU9hNBL0IAS8eI5oHJEuYncwmQ+axzMwKYcknCJ70T7yJV3/BH/HsJNmDSSxoKKq66e4KY0a18bxvJ7exubW9k98t7O0fHB4Vj09aWiYKkyaWTKpOiDRhVJCmoYaRTqwI4iEj7XB8O/PbT0RpKsWjmcQk4GgoaEQxMlZ6GN/U+sWSV/HmcNeJn5ESZGj0iz+9gcQJJ8JghrTu+l5sghQpQzEj00Iv0SRGeIyGpGupQJzoIJ2fOnUvrDJwI6lsCePO1b8TKeJaT3hoOzkyI73qzcT/vG5iousgpSJODBF4sShKmGukO/vbHVBFsGETSxBW1N7q4hFSCBubztIWiiXnaOmPNOTTgg3KX41lnbSqFb9Wqd5flurlLLI8nME5lMGHK6jDHTSgCRiG8Ayv8Oa8OO/Oh/O5aM052cwpLMH5+gWT85xo</latexit>

k =
5

<latexit sha1_base64="Dxyo6cIV1DX1MHz4Zhn4uyDTwww=">AAACDnicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eFoOQU9iNil6EgBePEc0DkiXMTmaTIfNYZmaFsOQTBE/6J97Eq7/gj3h2kuzBJBY0FFXddHeFMaPaeN63k1tb39jcym8Xdnb39g+Kh0dNLROFSQNLJlU7RJowKkjDUMNIO1YE8ZCRVji6nfqtJ6I0leLRjGMScDQQNKIYGSs9jG4ue8WSV/FmcFeJn5ESZKj3ij/dvsQJJ8JghrTu+F5sghQpQzEjk0I30SRGeIQGpGOpQJzoIJ2dOnHPrNJ3I6lsCePO1L8TKeJaj3loOzkyQ73sTcX/vE5iousgpSJODBF4vihKmGukO/3b7VNFsGFjSxBW1N7q4iFSCBubzsIWiiXnaOGPNOSTgg3KX45llTSrFf+8Ur2/KNXKWWR5OIFTKIMPV1CDO6hDAzAM4Ble4c15cd6dD+dz3ppzspljWIDz9QuXQ5xq</latexit>

k =
9

<latexit sha1_base64="rEGbb0ztYR/xxJDaONVk9Hn6Kck=">AAACDnicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eFoOQU9iNgnoQAl48RjQPSJYwO5lNhsxjmZkVwpJPEDzpn3gTr/6CP+LZSbIHk1jQUFR1090Vxoxq43nfTm5tfWNzK79d2Nnd2z8oHh41tUwUJg0smVTtEGnCqCANQw0j7VgRxENGWuHoduq3nojSVIpHM45JwNFA0IhiZKz0MLq57hVLXsWbwV0lfkZKkKHeK/50+xInnAiDGdK643uxCVKkDMWMTArdRJMY4REakI6lAnGig3R26sQ9s0rfjaSyJYw7U/9OpIhrPeah7eTIDPWyNxX/8zqJia6ClIo4MUTg+aIoYa6R7vRvt08VwYaNLUFYUXuri4dIIWxsOgtbKJaco4U/0pBPCjYofzmWVdKsVvzzSvX+olQrZ5Hl4QROoQw+XEIN7qAODcAwgGd4hTfnxXl3PpzPeWvOyWaOYQHO1y+d45xu</latexit>

k =
1

<latexit sha1_base64="6SLUqAiXDZY/r3cQs43czrfe2ME=">AAACE3icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoOQU9iNgl6EgBePEcwDkiXMTmaTITOzy8yssCz5CcGT/ok38eoH+COenSR7MIkFDUVVN91dQcyZNq777RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJW0eJIrRFIh6pboA15UzSlmGG026sKBYBp51gcjfzO09UaRbJR5PG1Bd4JFnICDZW6k5u+0yGJh2UK27NnQOtEy8nFcjRHJR/+sOIJIJKQzjWuue5sfEzrAwjnE5L/UTTGJMJHtGepRILqv1sfu8UXVhliMJI2ZIGzdW/ExkWWqcisJ0Cm7Fe9Wbif14vMeGNnzEZJ4ZKslgUJhyZCM2eR0OmKDE8tQQTxeytiIyxwsTYiJa2MBIJgZf+yAIxLdmgvNVY1km7XvMua/WHq0qjmkdWhDM4hyp4cA0NuIcmtIAAh2d4hTfnxXl3PpzPRWvByWdOYQnO1y8wSJ7t</latexit>
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Classement bayésien optimal (N = 2000)
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Bayes optimal, N=2000, erreur=0.10775
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Variation du nombre d’observations, k = 1, N = 25
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k−PPV, k=1, N=25, erreur=0.16
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Variation du nombre d’observations, k = 1, N = 50
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Variation du nombre d’observations, k = 1, N = 500
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Variation du nombre d’observations, k = 1, N = 1000
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Variation du nombre d’observations, k = 1, N = 2000
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Variation du nombre de voisins, k = 1, N = 1000
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Variation du nombre de voisins, k = 3, N = 1000
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Variation du nombre de voisins, k = 11, N = 1000

−10 −5 0 5 10 15
−10

−5

0

5

10

15

x
1

x 2

k−PPV, k=11, N=1000, erreur=0.106

35



Variation du nombre de voisins, k = 23, N = 1000
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Variation du nombre de voisins, k = 57, N = 1000
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Distances

• La mesure de distance donne la relation de voisinage entre les données

• Définition mathématique d’une métrique D : X × X 7→ R
• Non-négativité : D(x,y) ≥ 0

• Réflexivité : D(x,y) = 0 ssi x = y

• Symétrie : D(x,y) = D(y,x)

• Inégalité du triangle : D(x,z) ≤ D(x,y) + D(y,z)

• Différentes mesures de distance possibles

• Distance euclidienne

• Distance de Minkowsky

• Distance de Tanimoto (distance entre ensembles)

• Distance tangente
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Distance de Minkowsky

• Distance de Minkowsky

Dp(x,y) =

(
D∑
i=1

|xi − yi |p
)1/p

• Paramètre p contrôle l’accent sur les dimensions où la magnitude est la plus grande

• Distance de Manhattan (p = 1), pondération égale de toutes les dimensions :

D1(x,y) =
∑D

i=1 |xi − yi |
• Distance D∞, uniquement la dimension où la différence est de magnitude

maximale : D∞(x,y) = maxDi=1 |xi − yi |
• Distance euclidienne (p = 2), compromise dans ces extrêmes :

D2(x,y) =
√∑D

i=1(xi − yi )2
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Illustration de la distance de Minkowsky

Par Waldir, CC-BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:2D_unit_balls.svg
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Normalisation des données

• Mesure de distance sensible à l’échelle des données selon les différentes dimensions

• Valeurs selon une dimension où l’échelle est grande relativement aux autres

dimensions vont � absorber � la valeur selon ces dimensions

|xj − yj | � |xi − yi |, ∀i 6= j ⇒ D(x,y) ≈ |xj − yj |

• Normalisation des données nécessaire si les échelles sont différentes selon les
dimensions

• Normalisation selon le sens des données (unités physiques)

• Normalisation selon valeur max-min de chaque dimension

• Transformation blanchissante
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Évaluation des performances leave-one-out

• Pas d’entrâınement nécessaire avec k-PPV

• Entrâınement correspondant à stocker le jeu de données X
• Évaluation des performances de type leave-one-out

• Tirer avantage du coût d’entrâınement nul

• Correspond à la validation croisée à K plis, avec K = N

1. Pour chaque donnée xt ∈ X :

1.1 Calculer les k-PPV de xt parmi l’ensemble X\{xt}
1.2 Déterminer l’étiquette majoritaire de ces k plus proches voisins comme étiquette de

classement de xt

2. Retourner comme taux d’erreur le ratio entre le nombre de données mal classées

dans X et la taille de X
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4.5 Efficacité computationnelle de

k-PPV



Complexité algorithmique de k-PPV

• Entrâınement : stockage des données en mémoire

• Complexité en temps et en mémoire : O(N)

• Traitement des données (test/validation) : obtenir les k voisins

• Obtenir les k plus proches voisins de x dans X : complexité en temps O(N logN)

(algorithme näıf)

• Classer M données : complexité en temps O(MN logN)

• Optimisation des calculs possibles par méthodes plus sophistiquées
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KD-Tree

• Structure/topologie des données dans l’espace peut être exploitée pour la
recherche des k-PPV
• Éviter de calculer la distance avec certaines données, qui sont de toute façon trop

loin de la donnée à tester

• KD-tree : structure de données en arbre capturant la topologie des données dans
un espace euclidien
• Construction du KD-Tree pour N données : O(N logN)

• Espace de stockage nécessaire du KD-Tree : O(N)

• Requête des k-PPV d’une donnée dans un KD-Tree

• O(N
D−1
D + k) en D dimensions

• O(
√
N + k) en 2D

• O(logN) avec k = 1

• Traitement de M données : O(M(N
D−1
D + k))

• Implémentations efficaces de KD-tree disponibles (ex. CGAL en C++,

scipy.spatial.KDTree en Python)
44



Illustration du KD-tree

Par User A1, CC-BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:KDTree-animation.gif
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:KDTree-animation.gif


Illustration du KD-tree

Par User A1, CC-BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:KDTree-animation.gif
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:KDTree-animation.gif


Illustration du KD-tree

Par User A1, CC-BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:KDTree-animation.gif
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Illustration du KD-tree

Par User A1, CC-BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:KDTree-animation.gif
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Illustration du KD-tree

Par User A1, CC-BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:KDTree-animation.gif
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Illustration du KD-tree

Par User A1, CC-BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:KDTree-animation.gif
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4.6 Sélection de prototypes



Taille de la banque d’entrâınement

• Compromis à faire sur la taille de la banque d’entrâınement

• Avec N →∞, algorithme tend vers des performances optimales

• Mais avec N →∞, temps de traitement et besoins en stockage faramineux

• Selon la position, la densité des données peut varier

• Loin des frontières de décision, la densité des points peut être réduite

• Données aberrantes ou bruitées dans une région de classe différente pourraient être

retirées

• Approximation des frontières de décision par la sélection de quelques prototypes

représentatifs des données
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Condensation de Hart

• Condensation de Hart

• Objectif : sélectionner seulement des données de X contribuant au classement

• Heuristique faisant une construction incrémentale de l’ensemble de prototypes

• Approche suivie

• Démarrer avec un ensemble quasi vide de prototypes (une donnée choisie au hasard)

• Ajouter les données seulement si elles sont mal classées selon le PPV

• Répéter tant qu’il y a des données non sélectionnées mal classées
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Condensation de Hart

1. Créer un ensemble de prototypes sélectionnés à partir d’une donnée x choisie

aléatoirement dans X , Z = {x}
2. Tant que l’ensemble Z est modifié relativement à l’itération précédente :

2.1 Pour chaque donnée xt ∈ X , traitée dans un ordre aléatoire :

2.1.1 Déterminer le plus proche voisin de xt dans Z

x′ = argmin
x∈Z

‖xt − x‖

2.1.2 Si l’étiquette de classe de x′ ne correspond pas à celle de xt (r ′ 6= r t), alors

sélectionner la donnée comme prototype, Z = Z + {xt}

3. Retourner l’ensemble Z comme les prototypes sélectionnés dans X
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Édition de Wilson

• Édition de Wilson

• Heuristique pour retirer les données mal classées de X selon leave-one-out

• Permet d’éliminer les données que l’on croit aberrantes ou bruitées

1. Créer l’ensemble de prototypes Z à partir de toutes les données, Z = X
2. Pour chaque donnée xt ∈ Z, traitée dans un ordre aléatoire :

2.1 Déterminer V, soit les k-PPV de xt dans Z\{xt}
2.2 Établir l’étiquette de classement r tV de xt selon l’étiquette majoritaire des données

dans V
2.3 Si l’étiquette r tV est différent de l’étiquette r t de xt , alors retirer la donnée de Z,

Z = Z\{xt}
3. Retourner l’ensemble Z comme les prototypes sélectionnés dans X
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Autres approches pour générer des prototypes

• Sélection agressive de prototypes : édition de Wilson suivie d’une condensation de
Hart

• Filtrer X en éliminant d’abord les données aberrantes ou bruitées (édition de Wilson)

• Sélectionner seulement les données contribuant au classement (condensation de

Hart)

• Construction de prototypes

• Déterminer des prototypes qui ne sont pas des données dans X
• Approche possible (non supervisé) : K -means de X avec valeur de K élevée
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Illustration de Wilson + Hart

Par Agor153, CC-BY-SA 3.0, https://en.wikipedia.org/wiki/File:Map1NNReducedDataSet.png

× : données retirée par Wilson (k = 3) � : prototypes sélectionné par Hart ; ◦ : données retirées par Hart
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4.7 Méthodes non paramétriques

dans scikit-learn



Scikit-learn : estimation de densités

• neighbors.KernelDensity : estimation par noyau de densités

• Paramètres

• bandwidth (float) : largeur du noyau

• algorithm (string) : algorithme de voisinage à utiliser, peut être ’kd tree’,

’ball tree’ ou ’auto’ (défaut : ’auto’)

• kernel (string) : noyau utilisé, peut être ’gaussian’, ’tophat’, ’epanechnikov’,

’exponential’, ’linear’ ou ’cosine’ (défaut : ’gaussian’)

• Méthodes

• fit(X) : apprendre la densité sur les données

• sample(n samples=1) : génère des échantillons de la distribution (seulement pour

noyaux gaussien et tophat)

• score(X) : retourne la log-vraisemblance des données

• score samples(X) : retourne la densité des données
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Scikit-learn : k-plus proches voisins

• neighbors.KNeighborsClassifier : classement par les k-plus proches voisins

• Paramètres

• n neighbors (int) : nombre de voisins utilisés (défaut : 5)

• algorithm (string) : algorithme de voisinage à utiliser, peut être ’kd tree’,

’ball tree’, ’brute’ ou ’auto’ (défaut : ’auto’)

• metric (string ou objet neighbors.DistanceMetric) : métrique de distance utilisée.

Par défaut ’minkowski’ avec p = 2, qui revient à une distance euclidienne. Pour

autres métriques, voir documentation de neighbors.DistanceMetric.

• p (int) : valeur de p pour la distance de Minkowski (défaut : 2)

• Méthodes

• fit(X,y) : apprendre modèle de classement sur les données

• kneighbors(X, n neighbors) : retourne les k-plus proches voisins aux données

• predict(X) : fait le classement des données

• neighbors.KNeighborsRegressor : régression par les k-plus proches voisins
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