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3.1 Données multivariées



Données multivariées

• Méthodes paramétriques telles que vues la semaine passée ⇒ estimation d’une
variable X
• En général, on mesure plusieurs variables {X1,X2, . . . ,XD} pour une donnée

X = {xt ,r t}Nt=1, xt = [x t1 x
t
2 · · · x tD ]>

• Appellations de variables (Xi )

• Entrées (inputs)

• Caractéristiques (features)

• Attributs

• Appellations de données (xt)

• Observations

• Exemples

• Instances

Représentation matricielle :

X =


x1

1 x1
2 · · · x1

D

x2
1 x2

2 · · · x2
D

...
...

. . .
...

xN1 xN2 · · · xND
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Moyennes et variances, cas multivarié

• Vecteur moyen µ défini comme la moyenne selon chaque colonne (chaque

variable) d’un ensemble X

E[X] = µ = [µ1 µ2 · · · µD ]>

• Variance d’une variable Xi est σ2
i

• Covariance de deux variables Xi et Xj est notée σi ,j

σi ,j ≡ Cov(Xi ,Xj) = E[(Xi − µi )(Xj − µj)] = E[XiXj ]− µiµj
• Matrice de covariance Σ

• Matrice D × D symétrique (σi,j = σj,i )

• Valeurs positives sur la diagonale

(σi,i = σ2
i )

Σ ≡ Cov(X) = E
[
(X− µ)(X− µ)>

]
= E

[
XX>

]
− µµ>

Σ =


σ2

1 σ1,2 · · · σ1,D

σ1,2 σ2
2 · · · σ2,D

...
...

. . .
...

σ1,D σ2,D · · · σ2
D
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Moyenne et covariance d’échantillons

3



Estimateur de moyennes et variances, cas multivarié

• Estimateur de la moyenne selon un maximum de vraisemblance

m =

∑N
t=1 xt

N
, où mi =

∑N
t=1 x

t
i

N
, i = 1, . . . ,D

• Soit S, l’estimateur de la matrice de covariance Σ

S =


s2

1 s1,2 · · · s1,D

s1,2 s2
2 · · · s2,D

...
...

. . .
...

s1,D s2,D · · · s2
D

 s2
i =

∑N
t=1(x ti −mi )

2

N

si ,j =

∑N
t=1(x ti −mi )(x tj −mj)

N

• Développement des équations pour S est complexe, requiert l’application du

théorème spectral
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Corrélation

• Corrélation entre variables Xi et Xj

Corr(Xi ,Xj) ≡ ρi ,j =
σi ,j
σiσj

• Mesure statistique normalisée, −1 ≤ ρi,j ≤ 1

• Deux variables Xi et Xj indépendantes ⇒ corrélation nulle

• L’inverse n’est cependant pas vrai, même si ρi,j = 0, variables Xi et Xj ne sont pas

nécessairement indépendantes (relation non-linéaire entre variables)

• Estimation de la corrélation

ri ,j =
si ,j
si sj

• Matrice R est la matrice de l’estimateur de corrélation contenant les ri ,j
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Corrélation et non-linéarités

Source : http://en.wikipedia.org/wiki/File:Correlation_examples.png
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3.2 Loi normale multivariée



Loi normale multivariée

• Loi normale à plusieurs dimensions ND(µ,Σ)

p(x) =
1

(2π)0,5D |Σ|0,5
exp

[
−1

2
(x− µ)>Σ−1(x− µ)

]

• Vecteur moyen µ : centre de la distribution

• Normalisation par l’inverse de la matrice de

covariance Σ
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Exemple en deux dimensions

• Loi normale en deux dimensions (σi ,j = ρσiσj) :

µ =

[
µ1

µ2

]
, Σ =

[
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

]

• Quatre cas de figure selon Σ

1. Σ diagonale (ρ = 0) et variance égale pour les deux dimensions (isotropique),

σ2
1 = σ2

2 = σ2

2. Σ diagonale (ρ = 0) et variances différentes selon les deux dimensions, σ2
1 6= σ2

2

3. Corrélation positive entre les variables, ρ > 0

4. Corrélation negative entre les variables, ρ < 0
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Exemple en deux dimensions

σ2
1 = σ2

2 = σ2, ρ = 0 ρ > 0

[
σ2 0

0 σ2

]
x1

<latexit sha1_base64="5Bd+sGo7NUCx0htzeaSS0fnGnqg=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWNE84BkCbOTSTJkHsvMrBiWfILgSf/Em3j1F/wRz06SPZjEgoaiqpvurijmzFjf//ZWVtfWNzZzW/ntnd29/cLBYd2oRBNaI4or3YywoZxJWrPMctqMNcUi4rQRDW8mfuORasOUfLCjmIYC9yXrMYKtk+6fOkGnUPRL/hRomQQZKUKGaqfw0+4qkggqLeHYmFbgxzZMsbaMcDrOtxNDY0yGuE9bjkosqAnT6aljdOqULuop7UpaNFX/TqRYGDMSkesU2A7MojcR//Naie1dhSmTcWKpJLNFvYQjq9Dkb9RlmhLLR45gopm7FZEB1phYl87cFkaUEHjujzQS47wLKliMZZnUy6XgvFS+uyhWrrPIcnAMJ3AGAVxCBW6hCjUg0IdneIU378V79z68z1nripfNHMEcvK9f5omcrw==</latexit>

x2
<latexit sha1_base64="eB8l/es/KO4zXVFsGKFYBpqVa6E=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWNE84BkCbOTSTJkHsvMrBiWfILgSf/Em3j1F/wRz06SPZjEgoaiqpvurijmzFjf//ZWVtfWNzZzW/ntnd29/cLBYd2oRBNaI4or3YywoZxJWrPMctqMNcUi4rQRDW8mfuORasOUfLCjmIYC9yXrMYKtk+6fOuVOoeiX/CnQMgkyUoQM1U7hp91VJBFUWsKxMa3Aj22YYm0Z4XScbyeGxpgMcZ+2HJVYUBOm01PH6NQpXdRT2pW0aKr+nUixMGYkItcpsB2YRW8i/ue1Etu7ClMm48RSSWaLeglHVqHJ36jLNCWWjxzBRDN3KyIDrDGxLp25LYwoIfDcH2kkxnkXVLAYyzKpl0vBeal8d1GsXGeR5eAYTuAMAriECtxCFWpAoA/P8Apv3ov37n14n7PWFS+bOYI5eF+/6DGcsA==</latexit> [

σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

]
x1

<latexit sha1_base64="5Bd+sGo7NUCx0htzeaSS0fnGnqg=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWNE84BkCbOTSTJkHsvMrBiWfILgSf/Em3j1F/wRz06SPZjEgoaiqpvurijmzFjf//ZWVtfWNzZzW/ntnd29/cLBYd2oRBNaI4or3YywoZxJWrPMctqMNcUi4rQRDW8mfuORasOUfLCjmIYC9yXrMYKtk+6fOkGnUPRL/hRomQQZKUKGaqfw0+4qkggqLeHYmFbgxzZMsbaMcDrOtxNDY0yGuE9bjkosqAnT6aljdOqULuop7UpaNFX/TqRYGDMSkesU2A7MojcR//Naie1dhSmTcWKpJLNFvYQjq9Dkb9RlmhLLR45gopm7FZEB1phYl87cFkaUEHjujzQS47wLKliMZZnUy6XgvFS+uyhWrrPIcnAMJ3AGAVxCBW6hCjUg0IdneIU378V79z68z1nripfNHMEcvK9f5omcrw==</latexit>

x2
<latexit sha1_base64="eB8l/es/KO4zXVFsGKFYBpqVa6E=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWNE84BkCbOTSTJkHsvMrBiWfILgSf/Em3j1F/wRz06SPZjEgoaiqpvurijmzFjf//ZWVtfWNzZzW/ntnd29/cLBYd2oRBNaI4or3YywoZxJWrPMctqMNcUi4rQRDW8mfuORasOUfLCjmIYC9yXrMYKtk+6fOuVOoeiX/CnQMgkyUoQM1U7hp91VJBFUWsKxMa3Aj22YYm0Z4XScbyeGxpgMcZ+2HJVYUBOm01PH6NQpXdRT2pW0aKr+nUixMGYkItcpsB2YRW8i/ue1Etu7ClMm48RSSWaLeglHVqHJ36jLNCWWjxzBRDN3KyIDrDGxLp25LYwoIfDcH2kkxnkXVLAYyzKpl0vBeal8d1GsXGeR5eAYTuAMAriECtxCFWpAoA/P8Apv3ov37n14n7PWFS+bOYI5eF+/6DGcsA==</latexit>

σ2
1 > σ2

2, ρ = 0 ρ < 0

[
σ2

1 0

0 σ2
2

]
x1

<latexit sha1_base64="5Bd+sGo7NUCx0htzeaSS0fnGnqg=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWNE84BkCbOTSTJkHsvMrBiWfILgSf/Em3j1F/wRz06SPZjEgoaiqpvurijmzFjf//ZWVtfWNzZzW/ntnd29/cLBYd2oRBNaI4or3YywoZxJWrPMctqMNcUi4rQRDW8mfuORasOUfLCjmIYC9yXrMYKtk+6fOkGnUPRL/hRomQQZKUKGaqfw0+4qkggqLeHYmFbgxzZMsbaMcDrOtxNDY0yGuE9bjkosqAnT6aljdOqULuop7UpaNFX/TqRYGDMSkesU2A7MojcR//Naie1dhSmTcWKpJLNFvYQjq9Dkb9RlmhLLR45gopm7FZEB1phYl87cFkaUEHjujzQS47wLKliMZZnUy6XgvFS+uyhWrrPIcnAMJ3AGAVxCBW6hCjUg0IdneIU378V79z68z1nripfNHMEcvK9f5omcrw==</latexit>

x2
<latexit sha1_base64="eB8l/es/KO4zXVFsGKFYBpqVa6E=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWNE84BkCbOTSTJkHsvMrBiWfILgSf/Em3j1F/wRz06SPZjEgoaiqpvurijmzFjf//ZWVtfWNzZzW/ntnd29/cLBYd2oRBNaI4or3YywoZxJWrPMctqMNcUi4rQRDW8mfuORasOUfLCjmIYC9yXrMYKtk+6fOuVOoeiX/CnQMgkyUoQM1U7hp91VJBFUWsKxMa3Aj22YYm0Z4XScbyeGxpgMcZ+2HJVYUBOm01PH6NQpXdRT2pW0aKr+nUixMGYkItcpsB2YRW8i/ue1Etu7ClMm48RSSWaLeglHVqHJ36jLNCWWjxzBRDN3KyIDrDGxLp25LYwoIfDcH2kkxnkXVLAYyzKpl0vBeal8d1GsXGeR5eAYTuAMAriECtxCFWpAoA/P8Apv3ov37n14n7PWFS+bOYI5eF+/6DGcsA==</latexit> [

σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

]
x1

<latexit sha1_base64="5Bd+sGo7NUCx0htzeaSS0fnGnqg=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWNE84BkCbOTSTJkHsvMrBiWfILgSf/Em3j1F/wRz06SPZjEgoaiqpvurijmzFjf//ZWVtfWNzZzW/ntnd29/cLBYd2oRBNaI4or3YywoZxJWrPMctqMNcUi4rQRDW8mfuORasOUfLCjmIYC9yXrMYKtk+6fOkGnUPRL/hRomQQZKUKGaqfw0+4qkggqLeHYmFbgxzZMsbaMcDrOtxNDY0yGuE9bjkosqAnT6aljdOqULuop7UpaNFX/TqRYGDMSkesU2A7MojcR//Naie1dhSmTcWKpJLNFvYQjq9Dkb9RlmhLLR45gopm7FZEB1phYl87cFkaUEHjujzQS47wLKliMZZnUy6XgvFS+uyhWrrPIcnAMJ3AGAVxCBW6hCjUg0IdneIU378V79z68z1nripfNHMEcvK9f5omcrw==</latexit>

x2
<latexit sha1_base64="eB8l/es/KO4zXVFsGKFYBpqVa6E=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWNE84BkCbOTSTJkHsvMrBiWfILgSf/Em3j1F/wRz06SPZjEgoaiqpvurijmzFjf//ZWVtfWNzZzW/ntnd29/cLBYd2oRBNaI4or3YywoZxJWrPMctqMNcUi4rQRDW8mfuORasOUfLCjmIYC9yXrMYKtk+6fOuVOoeiX/CnQMgkyUoQM1U7hp91VJBFUWsKxMa3Aj22YYm0Z4XScbyeGxpgMcZ+2HJVYUBOm01PH6NQpXdRT2pW0aKr+nUixMGYkItcpsB2YRW8i/ue1Etu7ClMm48RSSWaLeglHVqHJ36jLNCWWjxzBRDN3KyIDrDGxLp25LYwoIfDcH2kkxnkXVLAYyzKpl0vBeal8d1GsXGeR5eAYTuAMAriECtxCFWpAoA/P8Apv3ov37n14n7PWFS+bOYI5eF+/6DGcsA==</latexit>
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Propriétés de la loi normale multivariée

• Valeur du déterminant |Σ| indique la proximité des échantillons autour de µ

• Valeur faible peut indiquer une forte corrélation entre variables

• Généralement, Σ est une matrice symétrique définie positive
• Sinon, Σ est singulière et |Σ| = 0

⇒ Dépendance linéaire entre variables

⇒ Variance nulle d’une variable

• Si x ∼ ND(µ,Σ) alors xi ∼ N (µi ,σ̃
2
i )

• Si xi indépendants (σi,j = 0, ∀i 6= j), alors xi ∼ N (µi ,σ
2
i )

• Une projection linéaire définie par W dans un espace à K dimensions (K < D)

suit également une loi normale multivariée

W>x ∼ NK

(
W>µ,W>ΣW

)
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Loi conditionnelle de loi normale multivariée
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Distance de Mahalanobis

• Distance de Mahalanobis

DM(x) = (x− µ)>Σ−1(x− µ)

• Distance entre le vecteur moyen µ et un

point x, pondéré par la matrice de

covariance Σ

• Courbe de niveau correspond à distance

constante c2

• Cas 1D

(x − µ)2

σ2
= (x − µ)(σ2)−1(x − µ)

x1
<latexit sha1_base64="5Bd+sGo7NUCx0htzeaSS0fnGnqg=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWNE84BkCbOTSTJkHsvMrBiWfILgSf/Em3j1F/wRz06SPZjEgoaiqpvurijmzFjf//ZWVtfWNzZzW/ntnd29/cLBYd2oRBNaI4or3YywoZxJWrPMctqMNcUi4rQRDW8mfuORasOUfLCjmIYC9yXrMYKtk+6fOkGnUPRL/hRomQQZKUKGaqfw0+4qkggqLeHYmFbgxzZMsbaMcDrOtxNDY0yGuE9bjkosqAnT6aljdOqULuop7UpaNFX/TqRYGDMSkesU2A7MojcR//Naie1dhSmTcWKpJLNFvYQjq9Dkb9RlmhLLR45gopm7FZEB1phYl87cFkaUEHjujzQS47wLKliMZZnUy6XgvFS+uyhWrrPIcnAMJ3AGAVxCBW6hCjUg0IdneIU378V79z68z1nripfNHMEcvK9f5omcrw==</latexit>

x2
<latexit sha1_base64="eB8l/es/KO4zXVFsGKFYBpqVa6E=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWNE84BkCbOTSTJkHsvMrBiWfILgSf/Em3j1F/wRz06SPZjEgoaiqpvurijmzFjf//ZWVtfWNzZzW/ntnd29/cLBYd2oRBNaI4or3YywoZxJWrPMctqMNcUi4rQRDW8mfuORasOUfLCjmIYC9yXrMYKtk+6fOuVOoeiX/CnQMgkyUoQM1U7hp91VJBFUWsKxMa3Aj22YYm0Z4XScbyeGxpgMcZ+2HJVYUBOm01PH6NQpXdRT2pW0aKr+nUixMGYkItcpsB2YRW8i/ue1Etu7ClMm48RSSWaLeglHVqHJ36jLNCWWjxzBRDN3KyIDrDGxLp25LYwoIfDcH2kkxnkXVLAYyzKpl0vBeal8d1GsXGeR5eAYTuAMAriECtxCFWpAoA/P8Apv3ov37n14n7PWFS+bOYI5eF+/6DGcsA==</latexit>

µ
<latexit sha1_base64="3wd4LtjFHUZjL9T9oYwbUSq/kuU=">AAACDnicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHgxWNE84BkCbOT2WTIPJaZWSEs+QTBk/6JN/HqL/gjnp0kezCJBQ1FVTfdXVHCmbG+/+2trW9sbm0Xdoq7e/sHh6Wj46ZRqSa0QRRXuh1hQzmTtGGZ5bSdaIpFxGkrGt1O/dYT1YYp+WjHCQ0FHkgWM4Ktkx66Iu2Vyn7FnwGtkiAnZchR75V+un1FUkGlJRwb0wn8xIYZ1pYRTifFbmpogskID2jHUYkFNWE2O3WCzp3SR7HSrqRFM/XvRIaFMWMRuU6B7dAse1PxP6+T2vgmzJhMUkslmS+KU46sQtO/UZ9pSiwfO4KJZu5WRIZYY2JdOgtbGFFC4IU/skhMii6oYDmWVdKsVoLLSvX+qlyr5pEV4BTO4AICuIYa3EEdGkBgAM/wCm/ei/fufXif89Y1L585gQV4X787DpzV</latexit>

c2
<latexit sha1_base64="O/YPFARHON1yi0RSJF+WxOrv1TE=">AAACDnicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyugh4DXjxGNA9I1jA7mU2GzOwsM7NCWPIJgif9E2/i1V/wRzw7SfZgEgsaiqpuurvChDNtXPfbKaytb2xuFbdLO7t7+wflw6OmlqkitEEkl6odYk05i2nDMMNpO1EUi5DTVji6mfqtJ6o0k/GDGSc0EHgQs4gRbKx0Tx79XrniVt0Z0CrxclKBHPVe+afblyQVNDaEY607npuYIMPKMMLppNRNNU0wGeEB7VgaY0F1kM1OnaAzq/RRJJWt2KCZ+nciw0LrsQhtp8BmqJe9qfif10lNdB1kLE5SQ2MyXxSlHBmJpn+jPlOUGD62BBPF7K2IDLHCxNh0FrYwIoXAC39koZiUbFDeciyrpOlXvYuqf3dZqfl5ZEU4gVM4Bw+uoAa3UIcGEBjAM7zCm/PivDsfzue8teDkM8ewAOfrF77GnIo=</latexit>
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3.3 Classement multivarié



Classement multivarié

• Densité de probabilité conditionnelle aux classes p(x|Ci ) ∼ ND(µi ,Σi )

p(x|Ci ) =
1

(2π)0,5D |Σi |0,5
exp

[
−1

2
(x− µi )

>Σ−1
i (x− µi )

]
• Raisons pour l’utilisation de loi normale en classement multivarié

• Simplicité de l’équation pour développements analytiques

• Modèle de nombreux phénomènes naturels

• Les observations sont en général des variations légères (Σ) d’une observation

moyenne (µ)

• Modèle robuste, permet de bonnes approximations

• Nécessite cependant que les données soient groupées

• Avec plusieurs groupes, on doit faire des densités-mélanges, c’est-à-dire des

combinaisons linéaires de densités (présenté plus loin)
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Exemple de classement multivarié

14



Fonction discriminante

• Fonction discriminante avec modèle multivariée

hi (x) = log p(x|Ci ) + logP(Ci )

• Pour une loi normale, p(x|Ci ) ∼ ND(µi ,Σi )

hi (x) = −D

2
log 2π − 1

2
log |Σi | −

1

2
(x− µi )

>Σ−1
i (x− µi ) + logP(Ci )

= −1

2
log |Σi | −

1

2
(x− µi )

>Σ−1
i (x− µi ) + logP(Ci )
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Estimation des paramètres

• Estimation des paramètres selon un maximum de vraisemblance

• Ensemble X = {xt ,rt}Nt=1, avec r ti =

{
1 si xt ∈ Ci

0 autrement

P̂(Ci ) =

∑
t r

t
i

N

mi =

∑
t r

t
i xt∑

t r
t
i

Si =

∑
t r

t
i (xt −mi )(xt −mi )

>∑
t r

t
i
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Fonction discriminante quadratique

• Intégrer P̂(Ci ), mi et Si dans la formule de hi (x)

hi (x) = −1

2
log |Si | −

1

2
(x−mi )

>S−1
i (x−mi ) + log P̂(Ci )

• Formulation équivalente

hi (x) = x>Wix + w>i x + w0
i

Wi = −1

2
S−1
i

wi = S−1
i mi

w0
i = −1

2
m>i S−1

i mi −
1

2
log |Si |+ log P̂(Ci )
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Exemples de fonction discriminante quadratique (1/3)
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Exemples de fonction discriminante quadratique (2/3)
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Exemples de fonction discriminante quadratique (3/3)
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Malédiction de la dimensionnalité

• Malédiction de la dimensionnalité

• Ajout d’une dimension créé une augmentation exponentielle de l’espace

mathématique

• 100 points équidistants de 0,01 en une dimension ⇒ 1020 points nécessaires en 10

dimensions pour conserver la même densité d’échantillonnage

• Nombre élevé de paramètres à estimer avec fonction discriminante quadratique

• K × D pour les moyennes et K × D(D+1)
2 pour les matrices de covariance

• À grande dimensionnalité (D grand) et peu de données (N petit), risque élevé de
matrices Si singulières

• Même si |Si | 6= 0, un petit changement peut causer une importante variation de S−1
i

⇒ instabilités

• Solution : réduction de la dimensionnalité par traitement des caractéristiques (vu

à la fin de la session)
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Malédiction de la dimensionnalité

Source : Y. Bengio, http://www.iro.umontreal.ca/~bengioy/yoshua_en/research_files/CurseDimensionality.jpg, accédé le 2 octobre 2016.

22
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3.4 Simplifications du modèle pour

le classement



Partage de la matrice de covariance

• Simplification 1 : partage de la matrice de covariance

S =
∑
t

P̂(Ci ) Si

• K × D paramètres pour les moyennes

• D(D+1)
2 paramètres pour la matrice de covariance partagée

• Fonction discriminante correspondante

hi (x) = −1

2
(x−mi )

>S−1(x−mi ) + log P̂(Ci )

• x>S−1x commun pour tout hi (x)

• Reformulation comme une fonction discriminante linéaire

hi (x) = w>i x + w0
i , wi = S−1mi , w0

i = −1

2
m>i S−1mi + log P̂(Ci )
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Fonctions discriminantes linéaires et quadratiques (1/2)

24



Fonctions discriminantes linéaires et quadratiques (2/2)
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Classifieur bayésien näıf

• Simplification 2 : éléments hors diagonale de S nuls

S =


s2

1 0 · · · 0

0 s2
2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · s2
D


• Fonction discriminante correspondante (classifieur bayésien näıf)

hi (x) = −1

2

D∑
j=1

(
xj −mi ,j

sj

)2

+ log P̂(Ci )

• Nombre de paramètres pour la matrice de covariance : D

• Réduction d’un ordre quadratique à un ordre linéaire
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Classifieur à la plus proche moyenne

• Simplification 3 : matrice de covariance isotropique, avec toutes variances égales

(σi = σ, ∀i)
• Réduction d’une distance de Mahalanobis à une distance Euclidienne

(x− µ)>Σ−1(x− µ) = σ−2(x− µ)>(x− µ) =
‖x− µ‖2

σ2

• Fonction discriminante correspondante

hi (x) = −‖x− µi‖2

2s2
+ log P̂(Ci ) = − 1

2s2

D∑
j=1

(xj −mi ,j)
2 + log P̂(Ci )

• Simplification 4 : probabilités a priori égales (P(Ci ) = P(Cj), ∀i ,j)
• Classifieur à la plus proche moyenne

hi (x) = −‖x−mi‖2
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Classifieur à la plus proche moyenne

hi (x) = −‖x−mi‖2

= −(x−mi )
>(x−mi )

= −(x>x− 2m>i x + m>i mi )

Comme x>x commun ∀hi (x)

hi (x) = w>i x + w0
i

wi = mi

w0
i = −1

2
‖mi‖2
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Exemple 3D avec simplifications

Quadratique Linéaire Plus proche moyenne
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Effet des probabilités a priori (cas linéaire)

P(C1) = 0,99, P(C2) = 0,01 P(C1) = 0,50, P(C2) = 0,50 P(C1) = 0,01, P(C2) = 0,99
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Effet des probabilités a priori

Quadratique Linéaire Plus proche moyenne

P
(C

1
)

=
P

(C
2
)

=
0
,5

P
(C

1
)

=
0
,9

9

P
(C

2
)

=
0
,0

1
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Résumé des variantes

Densités Matrices de covariance Nombre de paramètres

Σ partagée, densités hypersphères

(isotropiques)

Σi = Σ = σ2I 1

Σ partagée, densités alignées sur

les axes

Σi = Σ et σi ,j = 0 D

Σ partagée, densités hyperel-

lipsöıdales

Σi = Σ D(D+1)
2

Σ différentes, densités hyperel-

lipsöıdales

Σi K D(D+1)
2
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Analyse discriminante avec régularisation

• Ré-écriture de la matrice de covariance

Σ′i = ασ2I + βΣ + (1− α− β)Σi

• α = β = 0 ⇒ discriminant quadratique

• α = 0 et β = 1 ⇒ discriminant linéaire avec matrice de covariance partagée

• α = 1 et β = 0 ⇒ discriminant linéaire avec matrice de covariance isotropique

partagée (classifieur à la plus proche moyenne si probabilités a priori égales)

• Variété de classifieurs avec α et β entre ces valeurs extrêmes

• Régularisation possible par un critère d’optimisation tenant compte des valeurs de

α et β
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3.5 Densité-mélange



Densité-mélange

• Classement paramétrique avec loi normale : un groupe par classe

• Avec plusieurs modes dans une classe, modèle de loi normale s’applique difficilement

• Densité-mélange : combinaison linéaire de lois de densité associées à plusieurs

groupes

p(x) =
K∑
i=1

p(x|Gi )P(Gi )

• Les groupes doivent être connus et identifiés dans les données

• Alternative : utiliser une approche non supervisée (clustering) pour apprendre les

groupes

• Densité-mélange de composantes suivant une loi normale multivariée

• Densité de composantes : (x|Gi ) ∼ ND(µi ,Σi )

• Paramétrisation : Φ = {P(Gi ),µi ,Σi}Ki=1
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Probabilités de la densité-mélange

• Densité-mélange

p(x) =
K∑
i=1

p(x|Gi )P(Gi )

• Proportion du groupe Gi dans le mélange, P(Gi )∑
i

P(Gi ) = 1

• Probabilité que x appartient au groupe Gi , P(Gi |x)

P(Gi |x) =
P(Gi )p(x|Gi )∑
j P(Gj)p(x|Gj)
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3.6 Régression multivariée



Régression multivariée

• Modèle de fonction linéaire en régression multivariée

r t = h(x|w0,w1, . . . ,wD) + ε = w0 + w1x
t
1 + w2x

t
2 + · · ·+ wDx

t
D + ε

• Bruit blanc gaussien de moyenne nulle, ε ∼ N (0,σ2)

• Minimisation de l’erreur quadratique (maximum de vraisemblance)

E (w0,w1, . . . ,wD |X ) =
1

2

∑
t

(
r t − w0 − w1x

t
1 − w2x

t
2 − · · · − wDx

t
D

)2

• Solution par dérivées partielles

∂E

∂wj
= 0, ∀j
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Équations normales pour régression multivariée

∑
t

r t = Nw0 + w1

∑
t

xt1 + w2

∑
t

xt2 + · · · + wD

∑
t

xtD∑
t

xt1 r
t = Nw0

∑
t

xt1 + w1

∑
t

(xt1)2 + w2

∑
t

xt1x
t
2 + · · · + wD

∑
t

xt1x
t
D∑

t

xt2 r
t = Nw0

∑
t

xt2 + w1

∑
t

xt1x
t
2 + w2

∑
t

(xt2)2 + · · · + wD

∑
t

xt2x
t
D

.

.

.∑
t

xtD r t = Nw0

∑
t

xtD + w1

∑
t

xt1x
t
D + w2

∑
t

xt2x
t
D + · · · + wD

∑
t

(xtD )2

• Version matricielle : X>r = X>Xw

X =


1 x1

1 x1
2 · · · x1

D
1 x2

1 x2
2 · · · x2

D

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.

1 xN1 xN2 · · · xND

 , w =


w0

w1

.

.

.

wD

 , r =


r1

r2

.

.

.

rN


• Résolution du système d’équations linéaires

w = (X>X)−1X>r
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Notes sur la régression multivariée

• Équations normales : polynômes d’ordre 1

• Résolution avec polynômes d’ordre supérieur rare, excepté pour D faible

• Analyse par inspection des valeurs wi

• wi donne l’importance de la variable Xi , permet de classer les variables par

importance

• Retirer les variables dont wi → 0

• Intéressant pour la réduction de la dimensionnalité (vu en fin de session)

• Signe de wi donne idée sur l’effet de la variable Xi

• Plusieurs valeurs de sortie ⇒ ensemble de problèmes de régression indépendants
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