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2.3 Estimation paramétrique



Estimation paramétrique

e Ensemble de données X' = {x'}_; ot xt ~ p(x)
e Variable indépendante et identiquement distribuée (iid)
e Estimation paramétrique

e Famille de densités de probabilité p(x|6)
e Estimation 0 : les statistiques suffisantes de la densité
e Avec une loi normale N'(u,02), 0 = {u,0}

e Estimation de 0 a partir de X



Vraisemblance d’une estimation

e Vraisemblance d'une estimation paramétrée par 6
10|X) = p(X|0) = H p(xt]6)

e p(x|0) est équivalent a la vraisemblance qu'un échantillon x* soit obtenu étant
donné ¢

e Comme les xt sont iid, on fait un produit des vraisemblances



Maximum de vraisemblance

e Fonction log-vraisemblance

L(A]X) = log I(0|X) = Zlogp x*|0)

e log(ab) = log(a) + log(b)
e log(a") = nlog(a)
e Simplification avec log des équations pour certaines densités (ex. loi normale)
e Estimation du maximum de vraisemblance : trouver 8 rendant |'échantillonnage X

le plus probable
0" = argmax L(0|X)
Vo



Exemple : loi de Bernoulli

e Loi de Bernoulli : P(x) = pX(1 — p)}=*, x € {0, 1}

e Fonction de log-vraisemblance :

N
L(plx) = |0ng(Xt)(1—p)(1’Xt)

- leogp—i—(N Zx)logl— p)

e Estimation du maximum de vraisemblance :

dL(p|X)
dp

N
Et:l xt



Exemple : loi catégorielle

e Loi catégorielle : généralisation de Bernoulli a K états mutuellement exclusifs
e Etat x = (x1,%2, ... ,Xk), variables x; € {0, 1} et >, x; =1
e Chaque variable x; a une probabilité p;, avec >, pi =1
e Probabilité d'état : p(x) = [, p¥

Expériences indépendantes : X' = {x‘} ,

e Estimation du maximum de vraisemblance :

OL(p|X) X S Xt
—_— I': ! 5 = 17".7K
op 0 T =T




Exemple : loi normale

e Loi normale : distribution paramétrée par une moyenne y et un écart-type o
2

X —
exp [_(ﬂ)

252 ], —00 < x <00
o

X) =
p¥) = o
e Vraisemblance selon un échantillonnage X = {x*}V_; avec xt ~ N (u,0?)

>oe(xt = p)?

N
L(p,o|X) = ) log(27) — Nlogo — =

e Maximum de vraisemblance avec %}‘j‘x) — 0 et 2alX¥) _ g

do
2 Xt
mT TN
2 Ty
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Biais d’un estimateur

e d(X), estimation de 0 avec X
e Qualité de I'estimation de d(X) : (d(X) — 6)?
e Qualité de I'estimateur d :
r(d.0) = Ex [(d(X) — 6)?]
e Evaluation de d sur tous les échantillonnages X’ possibles

e Biais de |'estimateur
bo(d) = Ex [d(X)] — 0

e Estimateur sans biais : by(d) = 0 pour toutes valeurs



Rappel : espérance mathématique

e Espérance d'une variable aléatoire continue X ayant une densité fx(x) :

E(X) = /]R x () dx

e Le théoreme de transfert s'applique pour des fonctions mesurables de g(X) de la
variable aléatoire X :

E(g(X)) = / g(x) fi(x) dx

e Donc pour une constante a, |'espérance de g(X) = a X est :
E(aX) = / ax Fi(x) dx = a/ x Fie(x) dx = aE(X)
R R
e Et pour la somme de deux fonctions de X, g(X) = m(X) + n(X) :

E(m(X) + n(X)) = /R(m(X) + n(X)) fx (x) dx = E(m(X)) + E(n(X)) .



Biais de I'’estimateur m

e Supposons échantillons d'une densité de moyenne p

e m est un estimateur sans biais de p
Ex[m] = Ex [Zt ] ZIE [x]= -~ =

e Variance de |'estimateur

2

N 2
Vary(m) = Vary (Zt > 2 ZVarX Naz UN

e Rappel : Var(x) = E[(x — E[x])?] = E[x?] — E[x]?
e Estimateur efficace : Nlim Vary(m) =0
—00

e Estimateur convergent : lim m=p
N—oo

e Loi forte des grands nombres



Biais de I'estimateur s?

° Ecart—type o d'une loi normale A (1,0?)

e 52 est un estimateur avec maximum de vraisemblance de o2

2o 2xf—mp? 3 (xF)? — Nm?

C— =

N N
e Qualité de I'estimateur s2
Exl(<f] = o407
Ex[m?] = o&%/N+ 2
ale] = ZeEeltF] = W Exlo
N(o? 2) — N(o%/N 2 N-1
_ (U+H)N(0'/ +H): NU27£02

e Estimateur s? est biaisé!
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2.4 Classement bayésien




Classement bayésien

e Regle de Bayes pour le classement
px|G)P(G) _  p(xIG)P(G)
) i PKIC)P(CH)
e Fonction discriminante correspondante (p(x) le méme V()
hi(x) = p(x|G)P(G)
= log p(x|C;) + log P(C;)

P(Ci|x) =

e Avec p(x|C;) suivant une loi normale N (u;,02)

1 (x — wi)?
p(x|C) = o &P [— 52
1 — pi)?
hi(x) = — log2m —logo; — (ngg) +log P(C;)

i
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Exemple de classement bayésien

e Supposons jeu X = {x{,r'}N | ot rf = 1si x* € C; et rf =0 autrement

e Estimation des probabilités a priori : P(C;) = Z—,{,rt

e Estimation des moyennes : m; = %
t Ry
e Estimation des écarts-types : s,-2 = %
e Fonction discriminante correspondante
1 (X — m,-)2 A
hi(x) = 5 log 27 — log s; — 5o + log P(G)

1
e Simplifications

1. —3log2r est une constante

2. Supposons une variance égale, o; = o}, Vi,j

3. Supposons une probabilité a priori égale, .E’(C,-) = ,f’(CJ), Vij
e On fait alors un classement par la plus proche moyenne

hi(x) = —(x —m;)> = C; = argmin |x — my|

Ce 12



Vraisemblances avec deux classes, méme variance

Class PDFs

7T —— H=-2 0=20 P(Co)=05
-—- =2 0=20 P(C,) =05

0.8
20.6
Sl
a 04

0.2

0.0
-10.0 -75 -5.0 -25 0.0 25 5.0 7.5 10.0

Frontiere : hi(x) =ha(x) = (x—m)?=(x—m)?> = x= ml;m2
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Vraisemblances avec deux classes, variance di

Class PDFs

—— u=-2 0=20 P(Co)=0.8
-—- p=2 0=40 P(C;) =02

P(C|x)

-10.0 -7.5 -5.0 -25 0.0 25 5.0 75 10.0
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2.5 Régression




Régression

e Régression d'une fonction f(x)
o r=1(x)+e¢
e x : variable indépendante
e f(x) : variable dépendante
e ¢ : bruit
e Approximation de f(x) a I'aide de I'estimateur (hypothése) h(x|6)
e On peut supposer € ~ N(0,02), un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et
variance constante o2

p(rlx) ~ N(h(x]0).0%)

15



Estimation selon le maximum de vraisemblance

e Log-vraisemblance avec ensemble d’échantillons X = {x*,rt}"_, iid

p(x,r) = p(xnr)=p(rlx)p(x)

N N N
LX) = log [ p(x".rt) =log [ ] p(r'x*) +log ] | p(x*
t=1 t=1

t=1
e Comme p(x?) est indépendant de @ et p(r|x) ~ N'(h(x|0),0?)

L (r' —h(x"0))?
L(O|X) = lo | | exp | ——mm+—
( ’ ) gt:1 /72770' p |: 20.2 :|

= log [(\/21?0>Nexp [—%; ;(rf _ h(xtla))2”
= ~Niog (V2ro) — 5 EN:(rf _h(x[6))?

t=1 16




Estimation selon les moindres carrés

e Estimation selon les moindres carrés

l\)\l—l
Mz

E(0|X) = (rt — h(x%]9))?

..f
Il
—

e Maximiser la vraisemblance
N
1
L(8]X) = —Nlog (\/2m) ~55 Z h(xt[6))?

. —Nlog( 27m) et 1/02 sont indépendants de ¢
o L(8]X) = =3 i (rf — h(x"]6))?
o E(O|1X) = %Z?’:l(rt — h(xt|#))? est I'erreur quadratique
e Minimiser E(6|X’) donne une estimation selon les moindres carrés de 6
o 01y = argrgax L(0|X) est équivalent a Oy, = argr;ﬂn E(0|X)
v v

17



Régression linéaire

e Modele linéaire de h(x|f)

h(x*|wy,wp) = wixt + wo

e Estimation de w; et wy selon E(wy,wp|X)

OE(w1,wp|X)
8W0

N
Z (—rt + wixt + Wo) =0
t=1
N
Nwg + wy th

t=1

N
Z (=rixt 4+ wi(x")? + wox') =0

t=1 t=1 18



Formulation matricielle (ordre 1)

e Formulation matricielle de |'estimation de wy et wy selon E(wy,wp|X)

Aw =y
N NERES
tht Zt(xt)z ’ wy | Zt rixt

e Résolution avec w = A~ ly

ou A =

19



Formulation matricielle (ordre k)

e Polyndme d'ordre k

e Résolution de I'équation Aw =y
N e Te(x)?
Erxt Er(xt)z Zt(xt)3

A= . . .

PORCO LI SHPL L SN OS L

e Enposant A=D'Dety=DTr

e Résolution selon w = (D'D)~'D'r

PINEDY
(xR

()2

h(xwi, .. ., wa,wi,wo) = wi(x)* + -+ wa(x')? + wixt + wp

wo
wy
w2

et
Srixt
Tt

PINECN

20



Autres types d’erreurs

e Erreur quadratique
N

E(010) = 53 ('~ h(x']6))?

t=1

e Erreur quadratique relative

SO (rf = h(xt]n))>
E(0|X) =
( | ) Zivzl(rt_F)z

e Erreur absolue
N

E(@0]1X) =) |r' = h(x'|0)|

t=1

21



2.6 Compromis biais-variance




Compromis biais-variance

e Erreur quadratique espérée

E[(0-c)?] = E[0-E6)?] + (B - c)?
E[(r-h(x))’lx] = E[(r—Elrx2x] + (Elrld - b))

bruit erreur quadratique

e Bruit : ne dépend pas de h(-) ou X' = ne peut pas &tre retiré
e Erreur quadratique : niveau de déviation de h(-) par rapport a E[r|x]

e Moyenne de h(-) sur tous les X ~ p(r,x) possibles

Ex [(B[r|x] - h(x))* x| = (Elrlx] = Ex[b(x)])’ + Ex [(b(x) — Ex[n(x)])’

biais’

variance

22



Biais et variance

Biais et variance élevés Biais élevé, variance faible

Biais faible, variance élevée Biais et variance faibles

23



Exemple de compromis biais-variance

e Supposons différents jeux de données X; = {xf,rf}, i=1,...,M, a partir d'une
fonction bruitée f(-) 4 €
e En pratique, on ne connait pas f(-)
e h;(x) généré par apprentissage sur X;
o E[h(x)] = 4 X, hi(x)
e Biais et variance associés

. .2 o l N t\] t\12
biais?(h) = NZ[E[h(x )] - £(x)]

1t:1N M 2
variance(h) = NV Z Z [hi(x*) — Efh(x")]]
t=1 i=1

e h;(x') =c = biais constant, variance nulle (sous-apprentissage)
e hi(x*)=>,rf/N = | biais, 1 variance
e Biais faible ou nul, variance élevée : sur-apprentissage 24



Complexité et compromis biais-variance

Original data R Polynomial degree = 1 Polynomial degree = 3
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Erreur selon le compromis biais-variance

--- Bias?
-=-= Variance
— MSE
107 e
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Erreur selon la complexité

10
w
n 0
= 10

10”"

107

2 4 6 8 10 12 14 16
Degree
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ection de modeéles

e En pratique, on ne peut pas calculer le biais et la variance d'un modéle

e La validation croisée permet une mesure empirique de |'erreur totale

e Régularisation : intégrer une mesure de complexité dans |'optimisation

E’ = (erreur empirique) + A (complexité du modele)
e )\ contrble la pénalité de complexité
e )\ généralement ajusté par validation croisée

e Mesures de complexité

e Dimension Vapnik-Chervonenkis (VC-dim)
e Minimum description length : description de taille minimale de la donnée

28
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